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第一章 集合代数

内容提要

h 容斥原理 1.2 h 容斥原理推论 1.2

1.1 容斥原理
为证明容斥原理，我们先介绍二项式定理与其推论. 然后使用该推论计数任意元素 𝑎在容斥原理中被计数的

次数.

定理 1.1 (二项式定理 Binomial Theorem)

♡

(𝑥 + 𝑦)𝑛 =
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘 (1.1)

推论 1.1

♡

𝑛∑
𝑘=1
(−1)𝑘−1

(
𝑛

𝑘

)
= 1 (1.2)

证明 令 Eq. 1.1中 𝑥 = −1, 𝑦 = 1有，

0 =
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
(−1)𝑘 ⇒ 1 =

𝑛∑
𝑘=1

(
𝑛

𝑘

)
(−1)𝑘−1.

定理 1.2 (容斥原理 Inclusion-Exclusion Principle)

♡

令𝑈 为全集，𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 为其子集，则����� 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

����� = 𝑛∑
𝑘=1
(−1)𝑘−1

∑
1≤𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘≤𝑛

|𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑖𝑘 |, (1.3)

证明 对任意 𝑎，假设其出现在集合 𝐴𝑖1 , 𝐴𝑖2 , . . ., 𝐴𝑖𝑚 中，1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑛. 由集合并的定义可知，其在 Eq. 1.3左侧被
计数一次. 现只需证明其被 Eq. 1.3右侧只计数一次即可.

注意，在等式右侧 𝑎 被 𝑘 = 1项
∑

𝑖1
|𝐴𝑖1 | 计数 𝑚 次，被 𝑘 = 2项 −

∑
𝑖1<𝑖2
|𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 | 计数 −

(𝑚
2
)
，更一般的，

被第 𝑘 项计数 (−1)𝑘−1 (𝑚
𝑘

)
次. 因此，𝑎被 Eq. 1.3右侧共计数，(

𝑚

1

)
−
(
𝑚

2

)
+ . . . + (−1)𝑚−1

(
𝑚

𝑚

)
=

𝑚∑
𝑘=1
(−1)𝑘−1

(
𝑚

𝑘

)
. (1.4)

由推论 1.1可知上式值为 1.

推论 1.2 (容斥原理推论)

♡

令𝑈 为全集，𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 为其子集，则

|𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑛 | = |𝑈 | −
𝑛∑

𝑘=1
(−1)𝑘−1

∑
1≤𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘≤𝑛

|𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑖𝑘 |, 1 ≤ 𝑖1, 𝑖𝑘 ≤ 𝑛.

证明 由 𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑛 = 𝑈 −⋃𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖 可知 |𝐴1 ∩ 𝐴2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑛 | = |𝑈 −

⋃𝑛
𝑖=1 𝐴𝑖 |.



1.1 容斥原理

�����𝑈 − 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

����� = |𝑈 | −
����� 𝑛⋃
𝑖=1

𝐴𝑖

�����
= |𝑈 | −

𝑛∑
𝑘=1
(−1)𝑘−1

∑
1≤𝑖1<𝑖2<...<𝑖𝑘≤𝑛

|𝐴𝑖1 ∩ 𝐴𝑖2 ∩ . . . ∩ 𝐴𝑖𝑘 |,

其中，第一个等式成立由于
⋃𝑛

𝑖=1 𝐴𝑖 为𝑈 的子集，第二个等式使用定理 1.2.
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第二章 函数

内容提要

h 线性函数的单射 2.1
h 函数与集合的势 2.2
h 函数的像 2.3

h 函数的原像 2.4
h 函数的像与原像 2.5
h 函数的复合与态射 2.6, 2.7

2.1 函数的性质
回忆线性代数中关于线性函数的定义：

定义 2.1 (线性函数 Linear function)

♣

令 𝑉,𝑊 为向量空间，对给定函数 𝑓 : 𝑉 ↦→ 𝑊，如果对任意 u, v ∈ 𝑉，𝑎, 𝑏 ∈ R有，

𝑓 (𝑎u + 𝑏v) = 𝑎 𝑓 (u) + 𝑏 𝑓 (v),

则称函数 𝑓 为从向量空间 𝑉 到𝑊 的线性函数.

定理 2.1 (线性函数的单射)

♡
向量空间 𝑉 到𝑊 上的线性函数 𝑓 为单射当且仅当 𝑓 (v) = 0⇒ v = 0.

证明 （假设 𝑓 为单射，欲证 𝑓 (v) = 0⇒ v = 0）由 𝑓 为单射函数可知，

𝑓 (0) = 𝑓 (0 + 0) = 𝑓 (0) + 𝑓 (0) = 2 𝑓 (0),

故 𝑓 (0) = 0. 又 𝑓 为单射，因此 𝑓 (v) = 0⇒ v = 0.
（现假设 𝑓 (v) = 0⇒ v = 0，欲证 𝑓 为单射）对任意 v1, v2 ∈ 𝑉，若 𝑓 (v1) = 𝑓 (v2)，则有

0 = 𝑓 (v1) − 𝑓 (v2) = 𝑓 (v1 − v2).

由假设条件可知，v1 − v2 = 0，即 v1 = v2. 故 𝑓 为单射.
注定理 2.1告诉我们，一个线性函数为单射的充分必要条件为 𝑓 的零空间（null space）只包含零向量，null 𝑓 = {0}.
实际上，线性映射基本定理（fundamental theorem of linear maps）告诉我们，对于任何有限维向量空间上的线性
映射 𝑓 ∈ L(𝑉,𝑊)有 dim𝑉 = dim null 𝑓 + dim range 𝑓 .若 𝑓 为矩阵 A ∈ R𝑚×𝑛，则有 𝑛 = dim null(A) + dim range(A).
零空间只包含零向量则意味着 dim null(A) = 0，此时 dim range(A) = 𝑛，即矩阵 A为列满秩 column full rank. 矩
阵列满秩等价于其表示的线性映射为单射.

定理 2.2 (函数与集合的势)

♡

令 𝐴, 𝐵为有穷集合，

1. 若从 𝐴到 𝐵存在单射函数则 |𝐴| ≤ |𝐵 |;
2. 若从 𝐴到 𝐵存在满射函数则 |𝐴| ≥ |𝐵 |;
3. 若 |𝐴| = |𝐵 |则 𝑓 为单射 ⇐⇒ 𝑓 为满射 ⇐⇒ 𝑓 为双射.

证明 (1)假设 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵为单射函数，则 ∀𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑎1 ≠ 𝑎2 有 𝑓 (𝑎1) ≠ 𝑓 (𝑎2). 由于 𝑓 (𝑎1), 𝑓 (𝑎2) ∈ 𝐵，故 𝐵至

少包含与 𝐴一样多的元素，即 |𝐴| ≤ |𝐵 |.
(2) 假设 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵 为满射函数，则 ∀𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝐵, 𝑏1 ≠ 𝑏2 有 𝑓 −1 ({𝑏1}), 𝑓 −1 ({𝑏2}) 非空. 由函数定义可知

𝑓 −1 ({𝑏1}) ∩ 𝑓 −1 ({𝑏2}) = ∅. 由于 𝐴 = ∪𝑏∈𝐵 𝑓 −1 ({𝑏})，故 |𝐴| = ∪𝑏∈𝐵 | 𝑓 −1 ({𝑏}) | ≥ |𝐵 |.
(3)（由单射证满射）若 𝑓 为单射，则 ∀𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑎1 ≠ 𝑎2 有 𝑓 (𝑎1) ≠ 𝑓 (𝑎2)，故 range( 𝑓 ) = |𝐴| = |𝐵 |，即 𝑓

为满射.



2.1 函数的性质

(由满射证单射）若 𝑓 为满射，则由 (2)可知 𝐴 = ∪𝑏∈𝐵 𝑓 −1 ({𝑏})，其中 𝑓 −1 ({𝑏})非空且两两不相交. 若 𝑓 不

为单射，则至少存在一个 𝑏 ∈ 𝐵有 | 𝑓 −1 ({𝑏}) | ≥ 2，从而 |𝐴| = ∪𝑏∈𝐵 | 𝑓 −1 ({𝑏}) | ≥ |𝐵 | + 1，与 |𝐴| = |𝐵 |矛盾. 故 𝑓

为单射.

注定理 2.2-(1)给了我们一种比较集合大小的方法. 如果能够建立从集合 𝐴到 𝐵的单射函数，则可以断定 |𝐴| ≤
|𝐵 |. 定理 2.2-(2)则告诉我们，𝐴中只有包含足够多的元素才能覆盖集合 𝐵（以函数映射的方式）. 矩阵 A ∈ R𝑚×𝑛

可视为从 R𝑛 到 R𝑚 上的线性函数，若 A为单射，则定理 2.2要求 𝑛 ≤ 𝑚，即矩阵的列数要足够小，保证列线性
无关；若 A为满射，则定理 2.2要求 𝑛 ≥ 𝑚，即矩阵的行数要足够小，保证行线性无关.

推论 2.1

♡
令 𝐴, 𝐵为有穷集合， 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵为从 𝐴到 𝐵的函数. 若从 𝐴到 𝐵存在双射函数则 |𝐴| = |𝐵 |.

�
笔记对于有穷集合，|𝐴| = |𝐵 |为其上存在双射函数的充分必要条件. 实际上，定理 2.2和推论 2.1对无穷集合亦
成立. 康托（Cantor）正是借助函数的单射、双射来比较无穷集合的大小，给 19世纪末的数学家带来了思想上的
巨大冲击，并促使了人类在哲学层面上对无穷和有穷进行了更深层次的思考和讨论.

定理 2.3 (函数的像)

♡

令 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵，𝑋1 ⊆ 𝐴, 𝑋2 ⊆ 𝐴，则有
1. 𝑓 (𝑋1 ∪ 𝑋2) = 𝑓 (𝑋1) ∪ 𝑓 (𝑋2)
2. 𝑓 (𝑋1 ∩ 𝑋2) ⊆ 𝑓 (𝑋1) ∩ 𝑓 (𝑋2)
3. 𝑓 (𝑋1) − 𝑓 (𝑋2) ⊆ 𝑓 (𝑋1 − 𝑋2)
4. 若 𝑓 为单射，则（2）（3）为等式.

证明 (1)对任意 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1 ∪ 𝑋2)有

𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1 ∪ 𝑋2) ⇐⇒ ∃𝑥(𝑥 ∈ 𝑋1 ∪ 𝑋2 ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦)

⇐⇒ ∃𝑥((𝑥 ∈ 𝑋1 ∨ 𝑥 ∈ 𝑋2) ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦) (2.1)

⇐⇒ (∃𝑥 ∈ 𝑋1 ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦) ∨ (∃𝑥 ∈ 𝑋2 ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦)) (2.2)

⇐⇒ 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1) ∨ 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋2)

⇐⇒ 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1) ∪ 𝑓 (𝑋2).

(2)对任意 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1 ∩ 𝑋2) 有

𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1 ∩ 𝑋2) ⇐⇒ ∃𝑥(𝑥 ∈ 𝑋1 ∩ 𝑋2 ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦)

⇐⇒ ∃𝑥((𝑥 ∈ 𝑋1 ∧ 𝑥 ∈ 𝑋2) ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦) (2.3)

=⇒ (∃𝑥 ∈ 𝑋1 ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦) ∧ (∃𝑥 ∈ 𝑋2 ∧ 𝑓 (𝑥) = 𝑦) (2.4)

⇐⇒ 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1) ∧ 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋2)

⇐⇒ 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1) ∩ 𝑓 (𝑋2).

(3)对任意 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1) − 𝑓 (𝑋2) 有

𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1) − 𝑓 (𝑋2) ⇐⇒ 𝑦 ∈ 𝑓 (𝑋1) ∧ 𝑦 ∉ 𝑓 (𝑋2)

⇐⇒ (∃𝑥 ∈ 𝑋1 s.t. 𝑓 (𝑥) = 𝑦) ∧ (∀𝑥 ∈ 𝑋2 ( 𝑓 (𝑥) ≠ 𝑦)) (2.5)

=⇒ ∃𝑥 ∈ 𝑋1 − 𝑋2 s.t. 𝑓 (𝑥) = 𝑦 (2.6)

⇐⇒ 𝑦 = 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑓 (𝑋1 − 𝑋2).

(4) Eq. 2.4无法推出 Eq. 2.3，因为 ∃𝑥1 ∈ 𝑋1 − 𝑋2, 𝑥2 ∈ 𝑋2 − 𝑋1, 𝑥1 ≠ 𝑥2 s.t. 𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2). 但若 𝑓 为单射，则

𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2) ⇒ 𝑥1 = 𝑥2，此时 Eq. 2.4 =⇒ Eq. 2.3.
Eq. 2.6无法推出 Eq. 2.5，因为 ∃𝑥 ∈ 𝑋1 − 𝑋2 s.t. 𝑓 (𝑥) = 𝑦亦有可能 ∃𝑥 ∈ 𝑋2 s.t. 𝑓 (𝑥) = 𝑦. 但若 𝑓 为单射，则
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2.1 函数的性质

只有一个 𝑥 s.t. 𝑓 (𝑥) = 𝑦，此时 Eq. 2.6 =⇒ Eq. 2.5.

例题 2.1考虑从集合 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}到 𝐵 = {1, 2}上的函数 𝑓 = {(𝑎, 1), (𝑏, 1), (𝑐, 1)}. 𝑋1 = {𝑎, 𝑏}, 𝑋2 = {𝑐}.
𝑓 (𝑋1 ∩ 𝑋2) = 𝑓 (∅) = ∅ ⊆ {1} = 𝑓 (𝑋1) ∩ 𝑓 (𝑋2).
𝑓 (𝑋1) − 𝑓 (𝑋2) = ∅ ⊆ {1} = 𝑓 (𝑋1 − 𝑋2).

定理 2.4 (函数的原像)

♡

令 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵，𝑌1 ⊆ 𝐵, 𝑌2 ⊆ 𝐵，则有
1. 𝑓 −1 (𝑌1 ∪ 𝑌2) = 𝑓 −1 (𝑌1) ∪ 𝑓 −1 (𝑌2)
2. 𝑓 −1 (𝑌1 ∩ 𝑌2) = 𝑓 −1 (𝑌1) ∩ 𝑓 −1 (𝑌2)
3. 𝑓 −1 (𝑌1 − 𝑌2) = 𝑓 −1 (𝑌1) − 𝑓 −1 (𝑌2)

证明 (1)对任意 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1 ∪ 𝑌2)有
𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1 ∪ 𝑌2) ⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌1 ∪ 𝑌2

⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌1 ∨ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌2

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1) ∨ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌2)

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1) ∪ 𝑓 −1 (𝑌2)

(2.7)

(2)对任意 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1 ∩ 𝑌2)有
𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1 ∩ 𝑌2) ⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌1 ∩ 𝑌2

⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌1 ∧ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌2

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1) ∧ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌2)

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1) ∩ 𝑓 −1 (𝑌2)

(2.8)

(3)对任意 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1 − 𝑌2)有
𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1 − 𝑌2) ⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌1 − 𝑌2

⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑌1 ∧ 𝑓 (𝑥) ∉ 𝑌2

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1) ∧ 𝑥 ∉ 𝑓 −1 (𝑌2)

⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝑓 −1 (𝑌1) − 𝑓 −1 (𝑌2)

(2.9)

推论 2.2

♡

令 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵，𝑌1, 𝑌2 ⊆ 𝐵. 有
1. 𝑓 −1 (𝑌1 ∪ 𝑌2 ∪ . . . ∪ 𝑌𝑛) = 𝑓 −1 (𝑌1) ∪ 𝑓 −1 (𝑌2) ∪ . . . ∪ 𝑓 −1 (𝑌𝑛).
2. 𝑓 −1 (𝑌1 ∩ 𝑌2 ∩ . . . ∩ 𝑌𝑛) = 𝑓 −1 (𝑌1) ∩ 𝑓 −1 (𝑌2) ∩ . . . ∩ 𝑓 −1 (𝑌𝑛).

�
笔记为何定理 2.4要比定理 2.3的结论更简洁、证明更简单？定理 2.3给定 𝑓 (𝑋)，我们要分析 𝑦的原像 𝑓 −1 (𝑦)，
是一个集合，存在多个不同 𝑥映射到给定 𝑦的情况，除非 𝑓 为单射. 而定理 2.4给定 𝑓 −1 (𝑌 )，我们要分析 𝑥的像

𝑓 (𝑥)，根据函数定义其具有唯一性，我们无需对函数做出任何额外假设.

定理 2.5

♡

给定 𝑓 : 𝐴 ↦→ 𝐵，则有

1. 对任意 𝑋 ⊆ 𝐴, 𝑋 ⊆ 𝑓 −1 ( 𝑓 (𝑋)).
2. 对任意 𝑌 ⊆ 𝐵, 𝑌 ⊇ 𝑓 ( 𝑓 −1 (𝑌 )).
3. 如果 𝑓 是单射，对任意 𝑋 ⊆ 𝐴, 𝑋 = 𝑓 −1 ( 𝑓 (𝑋)).
4. 如果 𝑓 是满射，对任意 𝑌 ⊆ 𝐵, 𝑌 = 𝑓 ( 𝑓 −1 (𝑌 )).
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2.2 函数的复合

证明 留作练习.�
笔记定理 2.5告诉我们，定义域 𝐴中的集合在经过 𝑋

𝑓−→ 𝑓 −1

−−−→推、拉回来之后可能会膨胀，这是由于函数 𝑓 非单

射，在被 𝑓 −1拉回来后会引入额外元素；而陪域 𝐵中的集合在经过 𝑋
𝑓 −1

−−−→ 𝑓−→推、拉回来之后可能会收缩，这是
由于 𝑓 非满射，在被 𝑓 −1推出去时，有些元素没有原像，只能被丢弃.
例题 2.2考虑从集合 𝐴 = {𝑎, 𝑏, 𝑐}到 𝐵 = {1, 2}上的函数 𝑓 = {(𝑎, 1), (𝑏, 1), (𝑐, 1)}. 𝑋 = {𝑎, 𝑏}, 𝑌 = {1, 2}.

𝑋 ⊆ 𝑓 −1 ( 𝑓 (𝑋)) = {𝑎, 𝑏, 𝑐}.
𝑌 ⊇ 𝑓 ( 𝑓 −1 (𝑌 )) = {1}.

2.2 函数的复合

定理 2.6 (函数的复合与态射)

♡

令 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐵, 𝑓 : 𝐵 ↦→ 𝐶.
1. 若 𝑓 , 𝑔都是单射的，则 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐶 也是单射的.
2. 若 𝑓 , 𝑔都是满射的，则 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐶 也是满射的.
3. 若 𝑓 , 𝑔都是双射的，则 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐶 也是双射的.

证明 (1)由 𝑔为单射可知 ∀𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑎1 ≠ 𝑎2有 𝑔(𝑎1) ≠ 𝑔(𝑎2)；由 𝑓 为单射可知 𝑓 (𝑔(𝑎1)) ≠ 𝑓 (𝑔(𝑎2)). 因此，我
们有 ∀𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑎1 ≠ 𝑎2 ⇒ 𝑓 ◦ 𝑔(𝑎1) ≠ 𝑓 ◦ 𝑔(𝑎2).

(2)对任意 𝑐 ∈ 𝐶，由 𝑓 为满射可知 ∃𝑏 ∈ 𝐵 s.t. 𝑐 = 𝑓 (𝑏). 又由 𝑔为满射可知 ∃𝑎 ∈ 𝐴 s.t. 𝑏 = 𝑔(𝑎). 因此，对
任意 𝑐 ∈ 𝐶, ∃𝑎 ∈ 𝐴 s.t. 𝑐 = 𝑓 (𝑔(𝑎)) = 𝑓 ◦ 𝑔(𝑎).

(3)由 (1)(2)可知， 𝑓 ◦ 𝑔既为单射亦为满射，即双射.

定理 2.7 (函数的复合与态射)

♡

令 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐵, 𝑓 : 𝐵 ↦→ 𝐶.
1. 若 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐶 是单射的，则 𝑔是单射的.
2. 若 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐶 是满射的，则 𝑓 是满射的.
3. 若 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐶 是双射的，则 𝑔是单射的， 𝑓 是满射的.

证明 (1)若 𝑔不为单射，则 ∃𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑎1 ≠ 𝑎2 s.t. 𝑔(𝑎1) = 𝑔(𝑎2). 故 𝑓 ◦ 𝑔(𝑎1) = 𝑓 (𝑔(𝑎1)) = 𝑓 (𝑔(𝑎2)) = 𝑓 ◦ 𝑔(𝑎2),
与 𝑓 ◦ 𝑔为单射矛盾. 因此假设不成立，即 𝑔为单射.

(2)由 𝑓 ◦ 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐶 为满射可知 ∀𝑐 ∈ 𝐶, ∃𝑎 ∈ 𝐴 s.t. 𝑐 = 𝑓 ◦ 𝑔(𝑎). 令 𝑏 = 𝑔(𝑎),由 𝑓 ◦ 𝑔(𝑎) = 𝑓 (𝑔(𝑎)) = 𝑓 (𝑏)
可知 𝑏 = 𝑓 −1 (𝑐),故 𝑓 为满射.

(3)由 (1)(2)可知.

定理 2.8

♡

令 𝑔 : 𝐴 ↦→ 𝐵, 𝑓 : 𝐵 ↦→ 𝐶 均为双射函数，则

( 𝑓 ◦ 𝑔)−1 = 𝑔−1 ◦ 𝑓 −1.

证明 根据复合函数和逆函数的定义，( 𝑓 ◦ 𝑔)−1与 𝑔−1 ◦ 𝑓 −1均为从 𝐶 到 𝐴的函数，故定义域相同.
任取 𝑎 ∈ 𝐴，令 𝑏 = 𝑔(𝑎), 𝑐 = 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑔(𝑎)). 根据逆函数定义，

( 𝑓 ◦ 𝑔)−1 (𝑐) = 𝑎 = 𝑔−1 (𝑏) = 𝑔−1 ( 𝑓 −1 (𝑐)) = 𝑔−1 ◦ 𝑓 −1 (𝑐).�
笔记 对于两个可逆矩阵 A,B ∈ R𝑛×𝑛，线性代数的知识告诉我们 (AB)−1 = B−1A−1. 实际上可逆矩阵可视为
R𝑛 ↦→ R𝑛上的双射函数，AB可视作两个双射函数的复合，定理 2.8可以从复合函数的逆函数角度得出上述结论.
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第三章 二元关系

内容提要

h

3.1 笛卡尔积

命题 3.1 (笛卡尔积对并交满足分配律)

♠

设 𝐴, 𝐵为集合

𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶), (𝐵 ∪ 𝐶) × 𝐴 = (𝐵 × 𝐴) ∪ (𝐶 × 𝐴),
𝐴 × (𝐵 ∩ 𝐶) = (𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐴 × 𝐶), (𝐵 ∩ 𝐶) × 𝐴 = (𝐵 × 𝐴) ∩ (𝐶 × 𝐴).

证明 (1)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶),
⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶) ⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵 ∪ 𝐶

⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ (𝑏 ∈ 𝐵 ∨ 𝑏 ∈ 𝐶)

⇐⇒ (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵) ∨ (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐶)

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶).

(3.1)

(3)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐴 × (𝐵 ∩ 𝐶),
⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐴 × (𝐵 ∩ 𝐶) ⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵 ∩ 𝐶

⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ (𝑏 ∈ 𝐵 ∧ 𝑏 ∈ 𝐶)

⇐⇒ (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐵) ∧ (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑏 ∈ 𝐶)

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ (𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐴 × 𝐶).

(3.2)

命题 3.2

♠
设 𝐴, 𝐵为集合. 若 𝐴 ⊆ 𝐶 ∧ 𝐵 ⊆ 𝐷，则 𝐴 × 𝐵 ⊆ 𝐶 × 𝐷.

证明 任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐴 × 𝐵. 由笛卡尔积定义可知 𝑎 ∈ 𝐴 ⊆ 𝐶, 𝑏 ∈ 𝐵 ⊆ 𝐷,故 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐶 × 𝐷.

例题 3.1
1. 若 𝐴 = 𝐵, 𝐶 = 𝐷,则 𝐴 × 𝐶 = 𝐵 × 𝐷.
2. 若 𝐴 × 𝐶 = 𝐵 × 𝐷，是否能推出 𝐴 = 𝐵, 𝐶 = 𝐷?

解 (1)任取 ⟨𝑎, 𝑐⟩ ∈ 𝐴 × 𝐶,
⟨𝑎, 𝑐⟩ ∈ 𝐴 × 𝐶 ⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑐 ∈ 𝐶

⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝐵 ∧ 𝑐 ∈ 𝐷

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑐⟩ ∈ 𝐵 × 𝐷.

(3.3)

(2)考虑 𝐴 = ∅, 𝐷 = ∅或 𝐵 = ∅, 𝐶 = ∅.



3.2 关系的定义与表示

3.2 关系的定义与表示

定义 3.1 (关系矩阵)

♣

假设 𝑅 是一个从集合 𝐴 = {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚} 到集合 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛} 的关系，则关系 𝑅 可以使用矩阵

M𝑅 = [𝑚𝑖 𝑗 ] 表示，其中

𝑚𝑖 𝑗 =


1 if (𝑎𝑖 , 𝑏 𝑗 ) ∈ 𝑅,

0 otherwise.

例题 3.2假设 𝐴 = {1, 2, 3}, 𝐵 = {1, 2}. 𝑅为从 𝐴到 𝐵的关系，其包含的有序对 ⟨𝑎, 𝑏⟩, 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵满足 𝑎 > 𝑏. 𝑅
的关系矩阵

M𝑅 =


0 0
1 0
1 1

 .
3.3 关系的运算

定理 3.1

♡

设 𝑅是任意二元关系，则

1. (𝑅−1)−1 = 𝑅,
2. domain(𝑅−1) = range(𝑅), range(𝑅−1) = domain(𝑅).

证明 (1)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ (𝑅−1)−1 ⇐⇒ ⟨𝑏, 𝑎⟩ ∈ 𝑅−1 ⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅.
(2) 𝑏 ∈ range(𝑅) ⇐⇒ ∃𝑎(⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅) ⇐⇒ ∃𝑎(⟨𝑏, 𝑎⟩ ∈ 𝑅−1) ⇐⇒ 𝑏 ∈ domain(𝑅−1).

𝑎 ∈ domain(𝑅) ⇐⇒ ∃𝑏(⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅) ⇐⇒ ∃𝑏(⟨𝑏, 𝑎⟩ ∈ 𝑅−1) ⇐⇒ 𝑎 ∈ range(𝑅−1).

定义 3.2

♣
给定关系 𝑅，其逆运算 𝑅−1 = {⟨𝑏, 𝑎⟩ | ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅}.

定义 3.3

♣

给定关系 𝑅1, 𝑅2，其复合运算定义为

𝑅1 ◦ 𝑅2 = {⟨𝑎, 𝑏⟩ | ⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅2}.

�
笔记 若将有序对第一、第二个元素 𝑎, 𝑏 分别视为矩阵的行、列，则根据定义 3.2, M𝑅−1 = M⊤𝑅; 矩阵 M𝑅1◦𝑅2 =

M𝑅1M𝑅2 ,即 𝑚𝑅1◦𝑅2 [𝑎, 𝑏] =
∑

𝑠 𝑚𝑅1 [𝑎, 𝑠]𝑚𝑅2 [𝑠, 𝑏],其中的加法运算为布尔加法. 证明思路如下，根据关系复合和
关系矩阵定义，𝑚𝑅1◦𝑅2 [𝑎, 𝑏] = 1 ⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1◦𝑅2 ⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅2) ⇐⇒ 𝑚𝑅1 [𝑎, 𝑡]𝑚𝑅2 [𝑠, 𝑡] =
1 ⇐⇒

∑
𝑠 𝑚𝑅1 [𝑎, 𝑠]𝑚𝑅2 [𝑠, 𝑏] = 1.

定理 3.2

♡
设 𝑅为 𝐴上二元关系，则 𝑅 ◦ 𝐼𝐴 = 𝐼𝐴 ◦ 𝑅 = 𝑅.

证明 任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝐼𝐴,

⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝐼𝐴 ⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝐼𝐴)

⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑡 = 𝑏)

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅.
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3.3 关系的运算

故 𝑅 ◦ 𝐼𝐴 = 𝑅. 同理可证 𝐼𝐴 ◦ 𝑅 = 𝑅.

定理 3.3 (关系复合的结合律)

♡

设 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3是任意二元关系，则

1. (𝑅1 ◦ 𝑅2) ◦ 𝑅3 = 𝑅1 ◦ (𝑅2 ◦ 𝑅3),
2. (𝑅1 ◦ 𝑅2)−1 = 𝑅−1

2 ◦ 𝑅−1
1 .

证明 (1)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ (𝑅1 ◦ 𝑅2) ◦ 𝑅3,

⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ (𝑅1 ◦ 𝑅2) ◦ 𝑅3 ⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅1 ◦ 𝑅2 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅3)

⇐⇒ ∃𝑡 (∃𝑠(⟨𝑎, 𝑠⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑠, 𝑡⟩ ∈ 𝑅2) ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅3)

⇐⇒ ∃𝑡∃𝑠(⟨𝑎, 𝑠⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑠, 𝑡⟩ ∈ 𝑅2 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅3)

⇐⇒ ∃𝑠(⟨𝑎, 𝑠⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ∃𝑡 (⟨𝑠, 𝑡⟩ ∈ 𝑅2 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅3))

⇐⇒ ∃𝑠(⟨𝑎, 𝑠⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑠, 𝑏⟩ ∈ 𝑅2 ◦ 𝑅3)

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1 ◦ (𝑅2 ◦ 𝑅3).

(2)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ (𝑅1 ◦ 𝑅2)−1,

⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ (𝑅1 ◦ 𝑅2)−1 ⇐⇒ ⟨𝑏, 𝑎⟩ ∈ 𝑅1 ◦ 𝑅2

⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑏, 𝑡⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑡, 𝑎⟩ ∈ 𝑅2)

⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅−1
2 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅−1

1 )

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅−1
2 ◦ 𝑅−1

1 .

定理 3.4 (关系的逆与并交可交换)

♡

设 𝑅1, 𝑅2为 𝐴上的关系，则

1. (𝑅1 ∪ 𝑅2)−1 = 𝑅−1
1 ∪ 𝑅−1

2 .
2. (𝑅1 ∩ 𝑅2)−1 = 𝑅−1

1 ∩ 𝑅−1
2 .

证明 (1)

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ (𝑅1 ∪ 𝑅2)−1 ⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅1 ∪ 𝑅2

⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅1 ∨ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅2

⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1
1 ∨ ⟨𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅−1

2

⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1
1 ∪ 𝑅−1

2 .

(2)

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ (𝑅1 ∩ 𝑅2)−1 ⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅1 ∩ 𝑅2

⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅2

⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1
1 ∧ ⟨𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅−1

2

⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1
1 ∩ 𝑅−1

2 .

定理 3.5 (关系复合的分配律)
设 𝑅1, 𝑅2, 𝑅为任意二元关系，

1. 𝑅 ◦ (𝑅1 ∪ 𝑅2) = 𝑅 ◦ 𝑅1 ∪ 𝑅 ◦ 𝑅2,
2. (𝑅1 ∪ 𝑅2) ◦ 𝑅 = 𝑅1 ◦ 𝑅 ∪ 𝑅2 ◦ 𝑅,
3. 𝑅 ◦ (𝑅1 ∩ 𝑅2) ⊆ 𝑅 ◦ 𝑅1 ∩ 𝑅 ◦ 𝑅2,

9



3.3 关系的运算

♡
4. (𝑅1 ∩ 𝑅2) ◦ 𝑅 ⊆ 𝑅1 ◦ 𝑅 ∩ 𝑅2 ◦ 𝑅.

证明 (1)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ (𝑅1 ∪ 𝑅2),

⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ (𝑅1 ∪ 𝑅2) ⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1 ∪ 𝑅2)

⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ (⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1 ∨ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅2))

⇐⇒ ∃𝑡 ((⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1) ∨ (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅2))

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅1 ∨ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅2

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅1 ∪ 𝑅 ◦ 𝑅2.

故 𝑅 ◦ (𝑅1 ∪ 𝑅2) = 𝑅 ◦ 𝑅1 ∪ 𝑅 ◦ 𝑅2.
(3)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ (𝑅1 ∩ 𝑅2),

⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ (𝑅1 ∩ 𝑅2) ⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1 ∩ 𝑅2)

⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅2) (3.4)

=⇒ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅1) ∧ ∃𝑡 (⟨𝑎, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑏⟩ ∈ 𝑅2) (3.5)

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅1 ∧ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅2

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅1 ∩ 𝑅 ◦ 𝑅2.

故 𝑅 ◦ (𝑅1 ∩ 𝑅2) ⊆ 𝑅 ◦ 𝑅1 ∩ 𝑅 ◦ 𝑅2.

推论 3.1

♡

设 𝑅1, 𝑅2, . . . , 𝑅𝑛, 𝑅为任意二元关系，

1. 𝑅 ◦ (𝑅1 ∪ 𝑅2 ∪ . . . ∪ 𝑅𝑛) = 𝑅 ◦ 𝑅1 ∪ 𝑅 ◦ 𝑅2 ∪ . . . ∪ 𝑅 ◦ 𝑅𝑛,
2. (𝑅1 ∪ 𝑅2 ∪ . . . ∪ 𝑅𝑛) ◦ 𝑅 = 𝑅1 ◦ 𝑅 ∪ 𝑅2 ◦ 𝑅 ∪ . . . ∪ 𝑅𝑛 ◦ 𝑅,
3. 𝑅 ◦ (𝑅1 ∩ 𝑅2 ∩ . . . ∩ 𝑅𝑛) ⊆ 𝑅 ◦ 𝑅1 ∩ 𝑅 ◦ 𝑅2 ∩ . . . ∩ 𝑅 ◦ 𝑅𝑛,
4. (𝑅1 ∩ 𝑅2 ∩ . . . ∩ 𝑅𝑛) ◦ 𝑅 ⊆ 𝑅1 ◦ 𝑅 ∩ 𝑅2 ◦ 𝑅 ∩ . . . ∩ 𝑅𝑛 ◦ 𝑅.

定理 3.6

♡

设 𝑅为关系，𝐴, 𝐵为集合，则

1. 𝑅 |𝐴∪𝐵 = 𝑅 |𝐴 ∪ 𝑅 |𝐵.
2. 𝑅 |𝐴∩𝐵 = 𝑅 |𝐴 ∩ 𝑅 |𝐵.
3. 𝑅[𝐴 ∪ 𝐵] = 𝑅[𝐴] ∪ 𝑅[𝐵].
4. 𝑅[𝐴 ∩ 𝐵] ⊆ 𝑅[𝐴] ∩ 𝑅[𝐵].

证明 (1)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴∪𝐵,

⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴∪𝐵 ⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ (𝑎 ∈ 𝐴 ∨ 𝑎 ∈ 𝐵)

⇐⇒ (⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐴) ∨ (⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵)

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴 ∨ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐵
⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴 ∪ 𝑅 |𝐵.
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(2)任取 ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴∩𝐵,

⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴∩𝐵 ⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵)

⇐⇒ (⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐴) ∧ (⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵)

⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴 ∧ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐵
⇐⇒ ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 |𝐴 ∩ 𝑅 |𝐵.

(4)任取 𝑏 ∈ 𝑅[𝐴 ∩ 𝐵],

𝑏 ∈ 𝑅[𝐴 ∩ 𝐵] ⇐⇒ ∃𝑎(⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵)

⇐⇒ ∃𝑎(⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ (𝑎 ∈ 𝐴 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵))

⇐⇒ ∃𝑎((⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐴) ∧ (⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵))

=⇒ ∃𝑎(⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐴) ∧ ∃𝑎(⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝑅 ∧ 𝑎 ∈ 𝐵)

⇐⇒ 𝑏 ∈ 𝑅[𝐴] ∧ 𝑏 ∈ 𝑅[𝐵]

⇐⇒ 𝑏 ∈ 𝑅[𝐴] ∩ 𝑅[𝐵] .

定义 3.4

♣

令 𝑅为 𝐴上的关系，𝑛为自然数，则 𝑅的 𝑛次幂定义为：

1. 𝑅0 = {⟨𝑎, 𝑎⟩ | 𝑎 ∈ 𝐴} = 𝐼𝐴.
2. 𝑅𝑛+1 = 𝑅𝑛 ◦ 𝑅.

�
笔记根据定义 3.4和 3.3，使用归纳法容易验证M𝑅𝑛 = M𝑛

𝑅.

定理 3.7

♡

设 𝑅为集合 𝐴上的二元关系，𝑚, 𝑛 ∈ N，则
1. 𝑅𝑚 ◦ 𝑅𝑛 = 𝑅𝑚+𝑛,
2. (𝑅𝑚)𝑛 = 𝑅𝑚𝑛.

证明 (1)令 𝑚为任意自然数, 𝑛 = 1时，根据幂运算的定义（定义 3.4）有 𝑅𝑚 ◦ 𝑅 = 𝑅𝑚+1. 假设其对 𝑛 − 1 (𝑛 ≥ 2)
成立，即 𝑅𝑚 ◦ 𝑅𝑛−1 = 𝑅𝑚+𝑛−1，则有

𝑅𝑚 ◦ 𝑅𝑛 = 𝑅𝑚 ◦ (𝑅𝑛−1 ◦ 𝑅) = (𝑅𝑚 ◦ 𝑅𝑛−1) ◦ 𝑅 = 𝑅𝑚+𝑛−1 ◦ 𝑅 = 𝑅𝑚+𝑛.

(2)直接应用 (1)可的.

定理 3.8

♡
设 𝐴为集合且 |𝐴| = 𝑛，𝑅为 𝐴上的二元关系，则存在自然数 𝑠和 𝑡 使得 𝑅𝑠 = 𝑅𝑡 .

证明 对任意 𝑘 ∈ N, 𝑅𝑘均为 𝐴×𝐴的子集，而 𝐴×𝐴的不同子集共有 |P(𝐴×𝐴) | = 2𝑛2
个. 根据鸽笼原理 Pigeonhole

Principle,将 𝑅0, 𝑅1, 𝑅2, . . .放入 2𝑛2
个位置，必然存在 𝑠, 𝑡 ∈ N落入同一个位置（对应同一个子集），即 𝑅𝑠 = 𝑅𝑡 .

定理 3.9

♡

设 𝐴为集合，𝑅为 𝐴上的二元关系，若存在 𝑠, 𝑡 ∈ N且 𝑠 < 𝑡 使得 𝑅𝑠 = 𝑅𝑡，则

1. 对任意 𝑘 ∈ N有 𝑅𝑠+𝑘 = 𝑅𝑡+𝑘 .
2. 对任意 𝑘, 𝑟 ∈ N有 𝑅𝑠+𝑘 (𝑡−𝑠) = 𝑅𝑠 或 𝑅𝑠+𝑘 (𝑡−𝑠)+𝑟 = 𝑅𝑠+𝑟 .

3.
∞⋃
𝑘=1

𝑅𝑘 =
𝑡−1⋃
𝑘=1

𝑅𝑘 .
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证明 (1)根据定理 3.7，𝑅𝑠+𝑘 = 𝑅𝑠 ◦ 𝑅𝑘 = 𝑅𝑡 ◦ 𝑅𝑘 = 𝑅𝑡+𝑘 .
(2)使用归纳法证明. 对 𝑘 = 0，𝑅𝑠+0 = 𝑅𝑠 ,结论成立. 假设对 𝑘 = 𝑛有 𝑅𝑠+𝑛(𝑡−𝑠) = 𝑅𝑠 ,则

𝑅𝑠+(𝑛+1) (𝑡−𝑠) = 𝑅𝑠+𝑛(𝑡−𝑠)+𝑡−𝑠 = 𝑅𝑠+𝑛(𝑡−𝑠) ◦ 𝑅𝑡−𝑠 = 𝑅𝑠 ◦ 𝑅𝑡−𝑠 = 𝑅𝑠+𝑡−𝑠 = 𝑅𝑡 = 𝑅𝑠 .

其中第 2、4个等式根据定理 3.7，第 3个等式根据归纳假设.

𝑅𝑠+𝑘 (𝑡−𝑠) = 𝑅𝑠 =⇒ 𝑅𝑠+𝑘 (𝑡−𝑠) ◦ 𝑅𝑟 = 𝑅𝑠 ◦ 𝑅𝑟 =⇒ 𝑅𝑠+𝑘 (𝑡−𝑠)+𝑟 = 𝑅𝑠+𝑟 .

(3)对任意 𝑛 ∈ N, 𝑛 ≥ 𝑡 有 𝑛 = 𝑠 + 𝑘 (𝑡 − 𝑠) + 𝑟 ,其中 𝑘 = ⌊(𝑛 − 𝑠)/(𝑡 − 𝑠)⌋, 0 ≤ 𝑟 < 𝑡 − 𝑠. 故

𝑅𝑛 = 𝑅𝑠+𝑘 (𝑡−𝑠)+𝑟 = 𝑅𝑠+𝑟 ∈
𝑡−1⋃
𝑘=1

𝑅𝑘 ,

其中，最后一步成立由于 𝑠 ≤ 𝑠 + 𝑟 < 𝑠 + 𝑡 − 𝑠 = 𝑡.

3.4 关系的性质

定义 3.5

♣

设 𝑅为 𝐴上的关系，

1. 若 ∀𝑎(𝑎 ∈ 𝐴→ ⟨𝑎, 𝑎⟩ ∈ 𝑅)，则称 𝑅在 𝐴上是自反的 reflexive.
2. 若 ∀𝑎(𝑎 ∈ 𝐴→ ⟨𝑎, 𝑎⟩ ∉ 𝑅)，则称 𝑅在 𝐴上是反自反的 anti-reflexive.

定义 3.6

♣

设 𝑅为 𝐴上的关系，

1. 若 ∀𝑥∀𝑦(𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 ∧ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 → ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅)，则称 𝑅在 𝐴上是对称的 symmetric.
2. 若 ∀𝑥∀𝑦(𝑥 ∈ 𝐴 ∧ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑦, 𝑥⟩ → 𝑥 = 𝑦)，则称 𝑅在 𝐴上是反对称的 anti-symmetric.

定义 3.7

♣

设 𝑅为 𝐴上的关系，若 ∀𝑥∀𝑦∀𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 ∧ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅 → ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅)，则称 𝑅在 𝐴上是传递

的 transitive.

�
笔记自反与反自反只在对角线上施加约束，全部出现或全部不出现；对称、反对称与传递只在非对角线上施加

约束. 因此，一个关系 𝑅如果只涉及对角线元素，它一定同时是对称、反对称和传递的，是否为自反与反自反则

要看对角线是全部出现还是全部不出现.

定理 3.10

♡

设 𝑅为 𝐴上的关系，则

1. 𝑅在 𝐴上自反 ⇐⇒ 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅.
2. 𝑅在 𝐴上反自反 ⇐⇒ 𝑅 ∩ 𝐼𝐴 = ∅.
3. 𝑅在 𝐴上对称 ⇐⇒ 𝑅 = 𝑅−1.
4. 𝑅在 𝐴上反对称 ⇐⇒ 𝑅 ∩ 𝑅−1 ⊆ 𝐼𝐴.
5. 𝑅在 𝐴上传递 ⇐⇒ 𝑅 ◦ 𝑅 ⊆ 𝑅.

证明 (1) (=⇒)任取 ⟨𝑎, 𝑎⟩ ∈ 𝐼𝐴,由 𝑅为 𝐴上自反关系可知 ∀𝑥 ∈ 𝐴有 ⟨𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝑅. 故 ⟨𝑎, 𝑎⟩ ∈ 𝑅,即 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅.
(⇐=) 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅,故 ∀𝑥 ∈ 𝐴有 ⟨𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅 =⇒ ⟨𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝑅. 故 𝑅在 𝐴上自反.
(2) (=⇒)假设 𝑅 ∩ 𝐼𝐴 ≠ ∅,则 ∃⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∩ 𝐼𝐴⇒ 𝑥 = 𝑦 ∈ 𝐴⇒ ⟨𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝑅,与 𝑅在 𝐴上反自反矛盾.

(⇐=)由 𝑅 ∩ 𝐼𝐴 = ∅可知 ∀𝑥 ∈ 𝐴有 ⟨𝑥, 𝑥⟩ ∉ 𝑅. 故 𝑅在 𝐴上是反自反的.
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(3) (=⇒)任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅 (𝑅 is symmetric)

⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1.

(⇐=)任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅−1

⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅 (𝑅 = 𝑅−1)

故 𝑅在 𝐴上对称.
(4) (=⇒)任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∩ 𝑅−1有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∩ 𝑅−1 =⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1

=⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅

=⇒ 𝑥 = 𝑦 (𝑅 is antisymmetric)

=⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑥⟩ ∈ 𝐼𝐴.

故 𝑅 ∩ 𝑅−1 ⊆ 𝐼𝐴.
(⇐=)任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩若有 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅 =⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1

=⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∩ 𝑅−1

=⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝐼𝐴
(
𝑅 ∩ 𝑅−1 ⊆ 𝐼𝐴

)
故 𝑅在 𝐴上是反对称的.
(5) (=⇒)任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅 =⇒ ∃𝑡 (⟨𝑥, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)

=⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 (𝑅 is transitive)

故 𝑅 ◦ 𝑅 ⊆ 𝑅.
(⇐=)任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩, ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅 =⇒ ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅 ◦ 𝑅

=⇒ ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅 (𝑅 ◦ 𝑅 ⊆ 𝑅)

故 𝑅在 𝐴上是传递的.

例题 3.3设 𝑅1, 𝑅2为 𝐴上的关系，则

1. 若 𝑅1, 𝑅2是自反和对称的，则 𝑅1 ∪ 𝑅2也是自反和对称的.
2. 若 𝑅1, 𝑅2是传递的，则 𝑅1 ∩ 𝑅2也是传递的.

解 (1)由 𝑅1, 𝑅2是 𝐴上的自反关系及定理 3.10可知，

𝐼𝐴 ⊆ 𝑅1, 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅2.

故 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅1 ∪ 𝑅2. 由定理 3.10可知 𝑅1 ∪ 𝑅2在 𝐴上是自反的.
由 𝑅1, 𝑅2是 𝐴上的对称关系及定理 3.10可知，

𝑅1 = 𝑅−1
1 , 𝑅2 = 𝑅−1

2 .

由定理 3.4可知，
(𝑅1 ∪ 𝑅2)−1 = 𝑅−1

1 ∪ 𝑅−1
2 = 𝑅1 ∪ 𝑅2.

再次应用定理 3.10可知，𝑅1 ∪ 𝑅2是 𝐴上的对称关系.
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3.5 关系的闭包

(2)由 𝑅1, 𝑅2是 𝐴上的传递关系及定理 3.10可知，

𝑅1 ◦ 𝑅1 ⊆ 𝑅1, 𝑅2 ◦ 𝑅2 ⊆ 𝑅2. (3.6)

由于，

(𝑅1 ∩ 𝑅2) ◦ (𝑅1 ∩ 𝑅2) ⊆ (𝑅1 ◦ 𝑅1) ∩ (𝑅1 ◦ 𝑅2) ∩ (𝑅2 ◦ 𝑅1) ∩ (𝑅2 ◦ 𝑅2) (Theorem 3.5)

⊆ 𝑅1 ∩ (𝑅1 ◦ 𝑅2) ∩ (𝑅2 ◦ 𝑅1) ∩ 𝑅2 (Eq. 3.6)

⊆ (𝑅1 ∩ 𝑅2) ∩ (𝑅1 ◦ 𝑅2) ∩ (𝑅2 ◦ 𝑅1) (∩ is commutative)

⊆ 𝑅1 ∩ 𝑅2.

从而 𝑅1 ∩ 𝑅2为 𝐴上的传递关系.

定理 3.11

♡
若 𝑅是集合 𝐴上的对称关系，则 𝑅 ≜ 𝐴 × 𝐴 − 𝑅为对称关系.

证明 任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅有，⟨𝑥, 𝑦⟩ ∉ 𝑅 ⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∉ 𝑅 ⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅,故 𝑅为对称关系. 其中第一步成立由于 𝑅为对称

关系.�
笔记关系运算的封闭性总结如下表. 对表中不满足封闭性的运算，可以尝试给出反例.

运算
原有性质

自反性 反自反性 对称性 反对称性 传递性

𝑅−1
1 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

𝑅1 ∩ 𝑅2 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓

𝑅1 ∪ 𝑅2 ✓ ✓ ✓ × ×
𝑅1 − 𝑅2 × ✓ ✓ ✓ ×
𝑅1 ◦ 𝑅2 ✓ × × × ×

定理 3.12

♡
若 𝑅是对称的，则 ∀𝑛 ∈ Z+ 有 𝑅𝑛 为对称关系.

证明 𝑛 = 1时 𝑅1 = 𝑅成立.
现假设结论对 𝑅𝑛 成立，即 𝑅𝑛 为对称关系. 则任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅𝑛+1

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅𝑛+1 ⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑥, 𝑡⟩ ∈ 𝑅𝑛 ∧ ⟨𝑡, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)

⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑡, 𝑥⟩ ∈ 𝑅𝑛 ∧ ⟨𝑦, 𝑡⟩ ∈ 𝑅) (Induction assumption)

⇐⇒ ∃𝑡 (⟨𝑦, 𝑡⟩ ∈ 𝑅 ∧ ⟨𝑡, 𝑥⟩ ∈ 𝑅𝑛)

⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅𝑛+1.

故 𝑅𝑛+1满足对称性.�
笔记现对关系的性质总结如下.

自反性 反自反性 对称性 反对称性 传递性

集合 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅 𝑅 ∩ 𝐼𝐴 = ∅ 𝑅 = 𝑅−1 𝑅 ∩ 𝑅−1 ⊆ 𝐼𝐴 𝑅 ◦ 𝑅 ⊆ 𝑅
矩阵 主对角线全 1 主对角线全 0 对称矩阵 M ∧M⊤ 为对

角阵

M −M2逐项

非负

图 每个顶点均有

环

每个顶点均无

环

无向图 两点之间至多

一条边

(𝑎𝑖 → 𝑎𝑘 ,
𝑎𝑘 → 𝑎 𝑗 )
⇒ 𝑎𝑖 → 𝑎 𝑗
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3.5 关系的闭包

定义 3.8

♣

设 𝑅是非空集合 𝐴上的关系，𝑅的自反（对称或传递）闭包是 𝐴上的关系 𝑅′，满足一下条件：

1. 𝑅 ⊆ 𝑅′；
2. 𝑅′ 是自反（对称或传递）的；
3. 对 𝐴上任何包含 𝑅的自反（对称或传递）关系 𝑅′′ 均有 𝑅′ ⊆ 𝑅′′.

𝑅的自反闭包，对称闭包，传递闭包分别记为 𝑟 (𝑅), 𝑠(𝑅), 𝑡 (𝑅).

�
笔记令关系 𝑅的关系矩阵为M，其 𝑟 (𝑅), 𝑠(𝑅), 𝑡 (𝑅) 的关系矩阵分别记为M𝑟 , M𝑠 , M𝑡，则

M𝑟 = M ∨ I, M𝑠 = M ∨M⊤, M𝑡 = M ∨M2 ∨M3 ∨ . . . ,

其中 ∨表示矩阵逐项进行逻辑或运算，I为与M大小兼容的单位矩阵.

定理 3.13

♡

设 𝑅是 𝐴上的关系，则有

1. 𝑟 (𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅0;
2. 𝑠(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅−1;
3. 𝑡 (𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅2 ∪ . . .，若 |𝐴| = 𝑛，则可在 𝑅𝑛 处截断.

证明 (1) 1 𝑅 ⊆ 𝑅 ∪ 𝑅0.
2 𝑅0 = 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅 ∪ 𝑅0故 𝑅 ∪ 𝑅0 是自反的.
3 令 𝑅′′ 为 𝐴上包含 𝑅的自反关系，则 𝑅 ⊆ 𝑅′′, 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅′′. 故 𝑅 ∪ 𝑅0 ⊆ 𝑅′′.

(2) 1 𝑅 ⊆ 𝑅 ∪ 𝑅−1.
2 任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∪ 𝑅−1有，

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∪ 𝑅−1 ⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∨ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅−1

⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ∨ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅

⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅−1 ∨ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅

⇐⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅 ∪ 𝑅−1

故 𝑅 ∪ 𝑅−1满足对称性.
3 令 𝑅′′ 为 𝐴上包含 𝑅的对称关系，任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 =⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅′′

=⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅′′

故 𝑅−1 ⊆ 𝑅′′. 因此 𝑅 ∪ 𝑅−1 ⊆ 𝑅′′.
(3) 1 𝑅 ⊆ ∪∞𝑛=1𝑅

𝑛.
2 现证 ∪∞𝑛=1𝑅

𝑛 满足传递性. ∀⟨𝑥, 𝑦⟩, ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ ∪∞𝑛=1𝑅
𝑛 有

∃𝑡
(
⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅𝑡 ) ∧ ∃𝑠 (⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅𝑠) =⇒ ∃𝑡∃𝑠

(
⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅𝑡 ◦ 𝑅𝑠 )

=⇒ ∃𝑡∃𝑠
(
⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅𝑡+𝑠 )

=⇒ ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈
∞⋃
𝑛=1

𝑅𝑛.

3 令 𝑅′′ 为 𝐴上包含 𝑅的传递关系，现证 ∪∞𝑛=1𝑅
𝑛 ⊆ 𝑅′′. 只需证明 ∀𝑛 ∈ Z+有 𝑅𝑛 ⊆ 𝑅′′.

对 𝑛 = 1有 𝑅1 ⊆ 𝑅′′ 成立.
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现假设 𝑅𝑛 ⊆ 𝑅′′. 任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅𝑛+1有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅𝑛+1 ⇐⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅𝑛 ◦ 𝑅

⇐⇒ ∃𝑡 (𝑥, 𝑡⟩ ∈ 𝑅𝑛 ∧ ⟨𝑡, 𝑦⟩ ∈ 𝑅)

=⇒ ∃𝑡 (⟨𝑥, 𝑡⟩ ∈ 𝑅′′ ∧ ⟨𝑡, 𝑦⟩ ∈ 𝑅′′) (assumption)

=⇒ ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅′′ (𝑅′′ is tansitive)

故 ∀𝑛 ∈ Z+ 有 𝑅𝑛 ⊆ 𝑅′′.

定理 3.14

♡

设 𝑅是非空集合 𝐴上的关系，则

1. 𝑅是自反的 ⇐⇒ 𝑟 (𝑅) = 𝑅;
2. 𝑅是对称的 ⇐⇒ 𝑠(𝑅) = 𝑅;
3. 𝑅是传递的 ⇐⇒ 𝑡 (𝑅) = 𝑅.

证明 通过闭包的定义可以直接验证.

定理 3.15

♡

令 𝑅1 和 𝑅2是非空集合 𝐴上的关系，且 𝑅1 ⊆ 𝑅2，则

1. 𝑟 (𝑅1) ⊆ 𝑟 (𝑅2),
2. 𝑠 (𝑅1) ⊆ 𝑠 (𝑅2),
3. 𝑡 (𝑅1) ⊆ 𝑡 (𝑅2).

证明 直接使用定理 3.13可证.

定理 3.16

♡

设 𝑅是非空集合 𝐴上的关系，

1. 若 𝑅是自反的，则 𝑠(𝑅)与 𝑡 (𝑅) 也是自反的；
2. 若 𝑅是对称的，则 𝑟 (𝑅) 与 𝑡 (𝑅)也是对称的；
3. 若 𝑅是传递的，则 𝑟 (𝑅) 也是传递的.

证明 (1) 𝑠(𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅−1, 𝑡 (𝑅) =
∞⋃
𝑛=1

𝑅𝑛. 由 𝑅是自反的可知 𝐼𝐴 ⊆ 𝑅. 从而 𝐼𝐴 ⊆ 𝑠(𝑅), 𝐼𝐴 ⊆ 𝑡 (𝑅). 故 𝑠(𝑅), 𝑡 (𝑅) 为自

反的.
(2) 𝑟 (𝑅) = 𝑅 ∪ 𝐼𝐴,从而

𝑟 (𝑅)−1 = (𝑅 ∪ 𝐼𝐴)−1

= 𝑅−1 ∪ 𝐼−1
𝐴 (Theorem 3.4)

= 𝑅 ∪ 𝐼𝐴 (𝑅 is symmetric)

= 𝑟 (𝑅).

故 𝑟 (𝑅)为对称的.
𝑡 (𝑅) = ⋃∞

𝑛=1 𝑅
𝑛. 任取 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑡 (𝑅)有

⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑡 (𝑅) =⇒ ∃𝑛 ∈ Z+ (⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅𝑛)

⇐⇒ ∃𝑛 ∈ Z+ (⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈ 𝑅𝑛) (Theorem 3.12)

=⇒ ⟨𝑦, 𝑥⟩ ∈
∞⋃
𝑛=1

𝑅𝑛 = 𝑡 (𝑅)

(3) 𝑟 (𝑅) = 𝑅 ∪ 𝑅0, ∀⟨𝑥, 𝑦⟩, ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅 ∪ 𝑅0 有如下结论.
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若 ⟨𝑥, 𝑦⟩, ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅 (⟨𝑥, 𝑦⟩, ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅0 = 𝐼𝐴),则 ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅 ⊆ 𝑟 (𝑅) (⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅0 ⊆ 𝑟 (𝑅)).
若 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅, ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅0则 𝑦 = 𝑧,从而 ⟨𝑥, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅 ⊆ 𝑟 (𝑅).
若 ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ 𝑅0, ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∈ 𝑅0则 𝑥 = 𝑧,从而 ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑅0 ⊆ 𝑟 (𝑅).
综上 ⟨𝑥, 𝑧⟩ ∈ 𝑟 (𝑅). 故 𝑟 (𝑅)满足传递性.

�
笔记 定理 3.16 告诉我们，构造对称闭包可能会丢失传递性. 令 𝑅 = {⟨1, 3⟩} 为 𝐴 = {1, 2, 3} 上的传递关系, 而
𝑠(𝑅) = {⟨1, 3⟩, ⟨3, 1⟩} 并不具有传递性. 因此为构造 𝑅 的自反、对称和传递闭包，应将传递闭包放置在对称闭包

之后 𝑡 (𝑠(𝑟 (𝑅))).

3.6 等价关系与划分

定义 3.9

♣

设 𝑅是非空集合 𝐴上的关系，∀𝑥 ∈ 𝐴，令

[𝑥]𝑅 = {𝑦 | 𝑦 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥𝑅𝑦},

称 [𝑥]𝑅 为 𝑥关于 𝑅的等价类（equivalence class），简称为 𝑥的等价类，简记为 [𝑥].

定义 3.10

♣

设 𝐴为非空集合，若 𝐴的子集族 𝜋 (𝜋 ⊆ P(𝐴))满足：
1. ∅ ∉ 𝜋,
2. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝜋(𝑎 ≠ 𝑏 → 𝑎 ∩ 𝑏 = ∅),
3.

⋃
𝑎∈𝜋

𝑎 = 𝐴，

则称 𝜋是 𝐴的一个划分（partition），称 𝜋中元素为 𝐴的划分块.

定理 3.17

♡

令 𝑅是非空集合 𝐴上的等价关系，则对于 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴如下陈述是等价的:
1. 𝑎𝑅𝑏.
2. [𝑎] = [𝑏].
3. [𝑎] ∩ [𝑏] ≠ ∅.

证明 由 (1)证明 (2),假设 𝑎𝑅𝑏. ∀𝑐 ∈ [𝑎],有 𝑎𝑅𝑐. 由 𝑅 对称性可知有 𝑏𝑅𝑎,由传递性可知 𝑏𝑅𝑎, 𝑎𝑅𝑐 =⇒ 𝑏𝑅𝑐. 故
𝑐 ∈ [𝑏],从而 [𝑎] ⊆ [𝑏]. 同理可证 [𝑏] ⊆ [𝑎]. 因此，[𝑎] = [𝑏].
由 (2)证明 (3),假设 [𝑎] = [𝑏]. 由于 [𝑎] 包含元素 𝑎因此集合非空，故 [𝑎] ∩ [𝑏] ≠ ∅.
由 (3)证明 (1),假设 [𝑎] ∩ [𝑏] ≠ ∅. 由假设条件可知，至少存在元素 𝑐 ∈ [𝑎], 𝑐 ∈ [𝑏],即 𝑎𝑅𝑐, 𝑏𝑅𝑐. 由 𝑅对称

性可知有 𝑐𝑅𝑏. 由 𝑅传递性可知 𝑎𝑅𝑐, 𝑐𝑅𝑏 =⇒ 𝑎𝑅𝑏.

注 定理 3.17 告诉我们，等价类要么相等，要么相交为空. 因为 [𝑎] ∩ [𝑏] ≠ ∅ =⇒ [𝑎] = [𝑏], 故 [𝑎] ≠ [𝑏] =⇒
[𝑎] ∩ [𝑏] = ∅.

推论 3.2

♡
令 𝑅是非空集合 𝐴上的等价关系，则 𝑅的等价类 [𝑎]𝑅 构成了集合 𝐴的一个划分.

注推论 3.2成立由于如下观察：1) [𝑎] 包含 𝑎，因此非空；2)若 [𝑎] ≠ [𝑏],则 [𝑎] ∩ [𝑏] = ∅；3)
⋃
𝑎∈𝐴
[𝑎] = 𝐴,这是

因为 ∀𝑎 ∈ 𝐴, 𝑎 ∈ [𝑎].
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第四章 图的基本概念

内容提要

h

4.1 图

定义 4.1 (无向图)

♣

𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩，其中
1. 𝑉 为非空有穷集合，称为顶点集，其元素为顶点 vertex；
2. 𝐸 为边集，每条边 𝑒 ∈ 𝐸 有一或两个顶点 𝑣 ∈ 𝑉 与其关联，被称其端点 endpoints.

定义 4.2 (有向图)

♣

𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩，其中
1. 𝑉 为非空有穷集合，称为顶点集，其元素为顶点；
2. 𝐸 为 𝑉 ×𝑉 的多重有穷子集，称为边集，其元素为有向边,简称边.

无向图和有向图通称图,给定图 𝐺,其顶点记为 𝑉 (𝐺),边集记为 𝐸 (𝐺).
给定图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩，𝑉1, 𝑉2 ⊆ 𝑉 且 𝑉1 ∩𝑉2 = ∅，记 𝐸 (𝑉1, 𝑉2) = {{𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 | 𝑢 ∈ 𝑉1, 𝑣 ∈ 𝑉2}.
若 𝑉 (𝐺) = 𝑛，则称 𝐺 为 𝑛阶图.
若 𝐸 (𝐺) = ∅，则称 𝐺 为零图 null graph;若同时 𝑉 (𝐺) = 𝑛，则称 𝐺 为 𝑛阶零图.
𝑛阶零图记作 𝑁𝑛；𝑁1被称为平凡图 trival graph.
顶点集为空集的图被称为空图 empty graph，记为 ∅.
对于图的图形表示，如果给每个顶点和每条边指定一个符号（symbol），则称该表示为标定图 labeled graph，
否则为非标定图 unlabeled graph.
将有向图各有向边改成无向边后所得的无向图称为原图的基图 base graph.

令 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩为无向图，𝑒 = {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸，
称 𝑢, 𝑣为 𝑒的端点 endpoints，𝑢, 𝑣是邻接的 adjacent，𝑒与 𝑢, 𝑣是关联的 incident.
若 𝑢 ≠ 𝑣，则称 𝑒与 𝑢 (𝑣)的关联次数为 1.
若 𝑢 = 𝑣，则称 𝑒与 𝑢的关联次数为 2，并称 𝑒为环 loop.
若 𝑣 ∈ 𝑉 不与边 𝑒 ∈ 𝐸 关联，则称 𝑒与 𝑣的关联次数为 0.

令 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩为有向图，𝑒 = ⟨𝑢, 𝑣⟩ ∈ 𝐸，
称 𝑢, 𝑣为 𝑒的端点 endpoints，𝑢, 𝑣是邻接的 adjacent，𝑒与 𝑢, 𝑣是关联的 incident.
𝑢, 𝑣分别为 𝑒的始点 initial vertex和终点 terminal vertex.
若 𝑢 = 𝑣，则称 𝑒为环 loop.
若两个顶点之间有一条有向边，则称两个顶点相邻.
若一条边的终点是另一条边的始点，则称两条边相邻.
图中没有边关联的顶点称为孤立点 isolated vertex.

令 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩为无向图，∀𝑣 ∈ 𝑉，
𝑁𝐺 (𝑣) = {𝑢 | 𝑢 ∈ 𝑉 ∧ {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 ∧ 𝑢 ≠ 𝑣}被称为 𝑣的邻域 neighbors.
𝑁𝐺 (𝑣) = 𝑁𝐺 (𝑣) ∪ {𝑣}被称为 𝑣的闭邻域.



4.1 图

𝐼𝐺 (𝑣) = {𝑒 | 𝑒 ∈ 𝐸 ∧ 𝑒 is incident to 𝑒}被称为 𝑣的关联集 incident set.

令 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩为有向图，∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉，
𝑃+𝐺 (𝑢) = {𝑣 | 𝑣 ∈ 𝑉 ∧ ⟨𝑢, 𝑣⟩ ∈ 𝐸 ∧ 𝑢 ≠ 𝑣}被称为 𝑢的后继元集 successors.
𝑃−𝐺 (𝑣) = {𝑢 | 𝑢 ∈ 𝑉 ∧ ⟨𝑢, 𝑣⟩ ∈ 𝐸 ∧ 𝑢 ≠ 𝑣}被称为 𝑣的先驱元集 predecessors.
𝑁𝐺 (𝑣) = 𝑃+𝐺 (𝑣) ∪ 𝑃−𝐺 (𝑣) 被称为 𝑣的邻域.
𝑁𝐺 (𝑣) = 𝑁𝐺 (𝑣) ∪ {𝑣}被称为 𝑣的闭邻域.

定理 4.1 (握手定理)

♡
在任何无向图中,所有顶点的度数之和等于边数的 2倍.

证明 设 𝐺 中每条边（包括环）均有两个端点,所以在计算 𝐺 中各顶点度数之和时,每条边均提供 2度, 𝑚条边共
提供 2𝑚度.

定理 4.2 (握手定理)

♡

在任何有向图中,
所有顶点的入度之和等于所有顶点的出度之和,都等于边数；
所有顶点的度数之和等于边数的 2倍.

推论 4.1

♡
任何图（无向或有向）中,奇度顶点的个数是偶数.

证明 由握手定理,所有顶点的度数之和是偶数,而偶度顶点的度数之和是偶数,故奇度顶点的度数之和也是偶数.
因此，奇度顶点的个数为偶数.

定义 4.3 (完全图 complete graph)

♣

𝑛 (𝑛 ≥ 1) 阶无向完全图: 每个顶点与其余顶点均相邻的无向简单图, 记作 𝐾𝑛. 𝑚 = 𝑛(𝑛−1)
2 , Δ = 𝛿 =

𝑛 − 1.
𝑛 (𝑛 ≥ 1) 阶有向完全图: 每对顶点之间均有两条方向相反有向边的有向简单图. 𝑚 = 𝑛(𝑛 − 1), Δ =

𝛿 = 2(𝑛 − 1) = 2Δ+ = 2𝛿+ = 2Δ− = 2𝛿− .
𝑛 (𝑛 ≥ 1) 阶竞赛图 tournament: 基图为 𝐾𝑛 的有向简单图. 𝑚 = 𝑛(𝑛−1)

2 , Δ = 𝛿 = 𝑛 − 1.

定义 4.4

♣

设 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩为 𝑛阶无向简单图,令

𝐸 = {{𝑢, 𝑣} | 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 ∧ 𝑢 ≠ 𝑣 ∧ {𝑢, 𝑣} ∉ 𝐸},

称 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩为 𝐺 的补图 complement graph. 若 𝐺 � 𝐺,则称 𝐺 是自补图.

定义 4.5 (𝑘-正则图)

♣
Δ = 𝛿 = 𝑘 的无向简单图为 𝑘-正则图（𝑘-regular graph）,其边数 𝑚 = 𝑘𝑛/2，当 𝑘 是奇数时 𝑛必为偶数.

定义 4.6

♣

设 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩为无向图：
若 𝑒 ∈ 𝐸 ,用 𝐺 − 𝑒表示从 𝐺 中去掉边 𝑒，称为删除边𝑒；

又若 𝐸 ′ ⊂ 𝐸 ,用 𝐺 − 𝐸 ′ 表示从 𝐺 中删除 𝐸 ′ 中的所有边，称为删除 𝐸 ′.
若 𝑣 ∈ 𝑉 ,用 𝐺 − 𝑣表示从 𝐺 中去掉 𝑣及所关联的所有边，称为删除顶点 𝑣；

又若 𝑉 ′ ⊂ 𝑉，用 𝐺 −𝑉 ′ 表示从 𝐺 中删除 𝑉 ′ 中所有的顶点，称为删除 𝑉 ′.
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4.2 通路与回路

定义 4.7

♣

设 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩为无向图：
设 𝑒 = {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 ,用 𝐺 \ 𝑒表示从 𝐺 中删除 𝑒后,将 𝑒的两个端点 𝑢, 𝑣用一个新的顶点 𝑤代替，并使

𝑤关联除 𝑒以外 𝑢, 𝑣关联的所有边，称作边 𝑒的收缩 edge contraction.
设 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉，用 𝐺 ∪ {𝑢, 𝑣}表示在 𝑢, 𝑣之间加一条边 {𝑢, 𝑣}，称为加新边.

在边收缩和加新边过程中可能产生环和平行边.

定义 4.8

♣

设两个图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩, 𝐺 ′ = ⟨𝑉 ′, 𝐸 ′⟩,同为无向图或同为有向图，
若 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 且 𝐸 ′ ⊆ 𝐸，则称 𝐺 ′ 是 𝐺 的子图 subgraph，𝐺 为 𝐺 ′ 的母图，记作 𝐺 ′ ⊆ 𝐺.
又若 𝑉 ′ ⊂ 𝑉 或 𝐸 ′ ⊂ 𝐸，则称 𝐺 ′ 为 𝐺 的真子图 proper subgraph.
若 𝐸 ′ ⊆ 𝐸 且 𝑉 ′ = 𝑉，则称 𝐺 ′ 为 𝐺 的生成子图 spanning subgraph.

定义 4.9

♣

给定图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩，
若 𝑉1 ⊂ 𝑉 且 𝑉1 ≠ ∅,则以 𝑉1 为顶点集，以 𝐺 中两个端点都在 𝑉1 中的边组成边集的图被称为 𝐺 中

𝑉1的导出子图 induced subgraph，记作 𝐺 [𝑉1].
若 𝐸1 ⊂ 𝐸 且 𝐸1 ≠ ∅,称以 𝐸1 为边集，以 𝐸1 中边关联的顶点为顶点集的图被称为 𝐺 中 𝐸1 的导出

子图，记作 𝐺 [𝐸1].

4.2 通路与回路

定义 4.10

♣

设图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩, 𝐺 中顶点与边的交替序列 𝑃 = 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2 . . . 𝑣ℓ−1𝑒ℓ𝑣ℓ，被称为从 𝑣0 到 𝑣ℓ 的通路 walk，其
中 𝑣𝑖−1, 𝑣𝑖 是 𝑒𝑖 的端点，1 ≤ 𝑖 ≤ ℓ. 𝑃中的边数 ℓ称作它的长度.

若 𝑣0 = 𝑣ℓ，则称 𝑃为回路 circuit.
一个通路或回路，若所有的边各异，则称为简单通路 trail或简单回路 closed trail.
一个简单通路，若其所有顶点（除 𝑣0, 𝑣ℓ 外）也各异则称其为初级通路或路径 path.
若简单通路有 𝑣0 = 𝑣ℓ , ℓ ≥ 3则称其为初级回路或圈 cycle.
长度为奇数的圈称为奇圈,长度为偶数的圈称为偶圈.
若通路或回路中有边重复出现,则称其为复杂通路或复杂回路.
简单图中可以只用顶点序列表示通路（回路），𝑣0𝑣1 . . . 𝑣ℓ .

定理 4.3

♡
在 𝑛阶图 𝐺 中，若从顶点 𝑢到 𝑣（𝑢 ≠ 𝑣）存在通路，则从 𝑢到 𝑣存在长度小于等于 𝑛 − 1的通路.

证明 令 𝑃 = 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2 . . . 𝑣ℓ−1𝑒ℓ𝑣ℓ（𝑢 = 𝑣0, 𝑣 = 𝑣ℓ）为从 𝑢到 𝑣 的通路. 若 ℓ ≤ 𝑛 − 1，则定理成立. 否则，ℓ ≥ 𝑛，
即通路 𝑃上的顶点数 𝑛 + 1大于 𝐺 中顶点数，故通路上必存在 0 ≤ 𝑠 < 𝑡 ≤ ℓ使的 𝑣𝑠 = 𝑣𝑡 . 因此，𝑃上存在从 𝑣𝑠

到 𝑣𝑠 长度至少为 1的回路.
将此回路从 𝑃中删除后，得到的依然为从 𝑢到 𝑣的通路通路，且长度至少减 1. 由于 ℓ为给定整数，重复此

过程至多 ℓ − 𝑛 + 1，可得从 𝑢到 𝑣长度小于等于 𝑛 − 1的通路.
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4.3 图的连通性

推论 4.2

♡
在 𝑛阶图 𝐺 中，若从顶点 𝑢到 𝑣（𝑢 ≠ 𝑣）存在通路，则从 𝑢到 𝑣存在长度小于等于 𝑛 − 1的初级通路.

推论 4.3

♡
在 𝑛阶图 𝐺 中，若存在 𝑣到自身的回路，则一定存在 𝑣到自身长度小于等于 𝑛的回路.

证明 直接应用定理 4.3，考虑 𝑃 = 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2 . . . 𝑣ℓ−2𝑒ℓ−1𝑣ℓ−1.

推论 4.4

♡
在 𝑛阶图 𝐺 中，若存在 𝑣到自身的简单回路，则一定存在 𝑣到自身的长度小于等于 𝑛的初级回路.

4.3 图的连通性

定义 4.11

♣
设无向图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩，若 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 之间存在通路，则称 𝑢, 𝑣是连通的，记作 𝑢 ∼ 𝑣.

规定 ∀𝑣 ∈ 𝑉 有 𝑣 ∼ 𝑣.
∼是 𝑉 上的等价关系,具有自反性,对称性和传递性.
若 𝐺 是平凡图或 𝐺 中任意两个顶点均连通,则称 𝐺 为连通图,否则称 𝐺 为非连通图.

定义 4.12

♣

设无向图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩,若 𝑉 ′ ⊆ 𝑉 为顶点连通关系的一个等价类,则称导出子图 𝐺 [𝑉 ′] 为 𝐺 的一个连通分

支 connected component. 𝐺 的连通分支数记为 𝑝 (𝐺).

定义 4.13

♣

设无向图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩，若 𝑉 ′ ⊂ 𝑉 使得 𝑝(𝐺 − 𝑉 ′) > 𝑝(𝐺) 且对任意 𝑉 ′′ ⊂ 𝑉 ′，均有 𝑝(𝐺 − 𝑉 ′′) = 𝑝(𝐺)，
则称 𝑉 ′ 是 𝐺 的点割集 vertex cut. 若 𝑉 ′ = {𝑣},则称 𝑣为割点 cut vertex.

定义 4.14

♣

设无向图𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸 ⟩，若 𝐸 ′ ⊆ 𝐸使得 𝑝(𝐺−𝐸 ′) > 𝑝(𝐺)，且对于任意的 𝐸 ′′ ⊂ 𝐸 ′均有 𝑝(𝐺−𝐸 ′′) = 𝑝(𝐺)，
则称 𝐸 ′ 是 𝐺 的边割集 edge cut,简称为割集. 若 𝐸 ′ = {𝑒}，则称 𝑒为割边 cut edge或桥 bridge.

注意：

上述定义对由若干孤立点构成的图没有定义，其应用场景通常是连通（子）图.
在有些图论教材中，若 𝑉 ′ ⊂ 𝑉 使的 𝐺 −𝑉 ′ 不连通，则 𝑉 ′ 就被称为点割集.
边割集类似，这种定义可以扩大可定义图的范围.

定义 4.15
𝐺 为连通非完全图,称

𝜅(𝐺) = min{|𝑉 ′ | | 𝑉 ′ 为点割集}

为 𝐺 的点连通度 vertex connectivity，简称连通度. 对于完全图规定 𝜅(𝐾𝑛) = 𝑛 − 1.
𝜅(𝐺)可以理解为从 𝐺 中去除的最小顶点数使的 𝐺 要么连通分支数增加，要么只包含一个顶点.
𝜅(𝐺) = 0当且仅当 𝐺 = 𝐾1.
若 𝜅(𝐺) ≥ 𝑘，则称 𝐺 为 𝑘-连通图，𝑘 ∈ {0} ∪ Z+.
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4.3 图的连通性

♣
根据定义，若 𝐺 是 𝑘-连通图，则 𝐺 亦是 𝑗-连通图，0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 .

定义 4.16

♣

设 𝐺 为连通图,称
𝜆(𝐺) = min{|𝐸 ′ | | 𝐸 ′ 为边割集}

为 𝐺 的边连通度 edge connectivity. 若 𝜆(𝐺) ≥ 𝑟，则称 𝐺 是 𝑟 边-连通图，𝑟 ∈ {0} ∪ Z+.
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4.3 图的连通性

定理 4.4

♡
对于简单无向图 𝐺 有 𝜅(𝐺) ≤ 𝜆(𝐺) ≤ 𝛿(𝐺).

证明 若 𝐺 为完全图 𝐾𝑛，则 𝜅(𝐺) = 𝜆(𝐺) = 𝛿(𝐺) = 𝑛 − 1，下面考虑非完全图. 令 𝜆(𝐺) = 𝑘 ≥ 1, 则 𝐺 存在边

割集 𝐸 ′ = {{𝑢1, 𝑣1}, {𝑢2, 𝑣2}, . . . , {𝑢𝑘 , 𝑣𝑘}}. 令 𝑈 为 𝐸 ′ 中边的任意一端点构成的集合，比如 𝑈 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑘}.
若去除 𝑈 使的 𝐺 连通分支数增加，则 𝑈 为 𝐺 的点割集且 |𝑈 | ≤ 𝑘，故 𝜅(𝐺) ≤ |𝑈 | ≤ 𝑘 = 𝜆(𝐺); 否则，𝑢1

最多有 𝑘 个邻居. 因为可以将 𝐸 ′ 中的边分成两类，与 𝑢1 关联的边集 𝐸 ′1，以及 𝐸 ′2 ≜ 𝐸 ′ − 𝐸 ′1，𝑢1 的邻居

除了 𝐸 ′1 中的 𝑣𝑖 之外，只能是 𝐸 ′2 的 𝑢𝑖，而 |𝐸 ′1 | + |𝐸 ′2 | = 𝑘，故 𝑢1 至多有 𝑘 个邻居. 如图 4.1 所示，𝐸 ′ =

{{𝑢1, 𝑣1} , {𝑢1, 𝑣2} , {𝑢2, 𝑣2} , {𝑢3, 𝑣2} , {𝑢4, 𝑣3}}，其中 𝐸 ′1 = {{𝑢1, 𝑢1} , {𝑢1, 𝑣2}}, N(𝑢1) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4}. 𝑢1 的

所有邻居 N(𝑢1) 构成了图的一个点割集且 |N (𝑢1) | ≤ 𝑘，故 𝜅(𝐺) ≤ 𝑘 = 𝜆(𝐺).
由 𝛿(𝐺) 定义可知，𝐺 中存在一顶点 𝑣其度数为 𝛿(𝐺)，即 𝑣所关联的所有边个数为 𝛿(𝐺)，而这些边构成了

𝐺 的一个边割集. 故 𝜆(𝐺) ≤ 𝛿(𝐺). 综上，有 𝜅(𝐺) ≤ 𝜆(𝐺) ≤ 𝛿(𝐺).

图 4.1: 𝑈 与 𝑉 −𝑈 通过边割集 𝐸 ′（红色边）相连.

(a)𝑈 = 𝑢, 𝑘 = 3. (b)𝑈 = 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4, 𝑘 = 4.
图 4.2: 顶点集𝑈 与 𝑉 −𝑈 通过边割集 𝐸 ′ 相连.

�
笔记上述证明过程针对简单图进行证明，但其证明过程和结论都可以推广到任意无向图，即上述结论对多重图

multigraph也成立. 需要指出，上述示例图 4.1并不会出现，因为不存在 𝑢1 ∈ 𝑈 与 𝑉 −𝑈 中的多个顶点邻接，而
剩余顶点 𝑢3, 𝑢4 ≠ 𝑢1. 通过进一步分析，可以得出如下情况，1)要么𝑈中 𝑘 条边割集都是由同一个顶点 𝑢出发指

向 𝑉 −𝑈，此时𝑈 = {𝑢}，如图 4.2a所示；2)要么，𝑈 中各顶点均不相同，且每个 𝑢𝑖 ∈ 𝑈 都只与 𝑉 −𝑈 中的一个
顶点邻接，其剩余 𝑘 − 1个邻居都在𝑈 中，如图 4.2b所示.
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4.3 图的连通性

� 练习 4.1令 𝐶 为无向图 𝐺 的一个圈，𝑒1, 𝑒2为 𝐶 上的任意两条边，试证明 𝐺 中存在包含边 𝑒1, 𝑒2的割集.

证明 由于𝐶为圈，因此将 𝑒1, 𝑒2从𝐶中删除，一定会将𝐶分割成两个连通分量𝐶1, 𝐶2，令 𝐸 ′为𝐺中连接𝑉 (𝐶1)和
𝑉 (𝐺) −𝑉 (𝐶1)的所有边 (构成的集合). 由其定义可知，𝐸 ′将 𝐺分割成两个连通分量 𝐺 [𝑉 (𝐶1)], 𝐺 [𝑉 (𝐺) −𝑉 (𝐶1)]，
且其任意子集无法将两连通分量分开，故 𝐸 ′ 为 𝐺 的割集，又 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐸 ′，因此 𝐸 ′ 为满足所求条件的割集.
注此证明由 5班薛卓阳、徐龙宇同学给出.

图 4.3: 不满足上述证明的反例. 出现这种反例的原因是 𝐺 − 𝐶1 不一定是一个完整的连通分量.

证明 假设 𝐺 是连通图 (否则考虑包含 𝐶 的连通分支)，由于 𝐺 是连通图且 𝑒1, 𝑒2在圈 𝐶 中，因此 𝐺 中存在一个

包含 𝐶 − 𝑒2 中所有边的生成树 𝑇 . 现将 𝑒1 从 𝑇 中删除得到两子树 𝑇1, 𝑇2，由于 𝑒1, 𝑒2 处在圈 𝐶 中，因此 𝑒2 亦可

以将 𝑇1, 𝑇2连接得到新的生成树. 令 𝐸 ′ 为 𝐺 中连接 𝐺 [𝑉 (𝑇1)], 𝐺 [𝑉 (𝑇2)] 的所有边，则 𝐸 ′ 为割集且 𝑒1, 𝑒2 ∈ 𝐸 ′.
注此证明由 5班齐宣羽同学给出.

24



第五章 欧拉图与哈密顿图

内容提要

h

5.1 欧拉图

定义 5.1 (欧拉图)

♣

给定图（无向图或有向图）𝐺，

1. 经过图中所有边一次且仅一次行遍所有顶点的通过称为欧拉通路.
2. 经过图中所有边一次且仅一次行遍所有顶点的回路称为欧拉回路.
3. 具有欧拉回路的图称为欧拉图.
4. 具有欧拉通路而无欧拉回路的图称为半欧拉图.

规定平凡图为欧拉图.
欧拉通路和欧拉回路都是简单的.
环不影响图的欧拉性.

定理 5.1

♡
无向图 𝐺 是欧拉图当且仅当 𝐺 是连通的且没有奇度顶点.

证明 (⇒) 令 𝐺 为欧拉图，则 𝐺 中存在欧拉回路连接了 𝐺 中所有顶点. 由于是回路，对 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) 每在回路中
出现一次，则必有一条边从 𝑣进入，同时有另一条边从 𝑣离开，从而使的 𝑣的度数加 2，故 𝑣的度数为偶数.

(⇐)令 𝐺 是连通的且没有奇度顶点的无向图，边数为 𝑚. 现对 𝑚进行归纳证明.
(1) 𝑚 = 1时，由 𝐺 为连通且无奇度顶点可知，𝐺 为环，故为欧拉图.
(2) 假设 𝑚 = 𝑘 (𝑘 ≥ 1) 时结论成立，考虑 𝑚 = 𝑘 + 1. 现从任意顶点出发，通过扩大路径法构造极大路径

𝑃 = 𝑣0𝑣1 . . . 𝑣ℓ，由于 𝑣0𝑣1 ∈ 𝐸 (𝐺) 且 𝐺 无奇度顶点故 𝑑 (𝑣0) ≥ 2，又 𝑣0 为极大路径起点，故 𝑣0 在 𝑃中还

存在另一邻居 𝑣𝑖 , 2 ≤ 𝑖 ≤ ℓ,即 𝐺 中存在长度大于等于 2的圈，记为 𝐶 = 𝑣0𝑣1 . . . 𝑣𝑖 .
(3) 现将 𝐶 中的边从 𝐺 中全部删除，得到 𝑠个连通分量 𝐺1, . . . , 𝐺𝑠 (𝑠 ≥ 1),则每个连通分量至多有 𝑘 条边且顶

点度数均为偶数（𝐶 为圈，其为每个顶点贡献的度数均为偶数）. 由归纳假设知，𝐺𝑖 中存在欧拉回路，记

为 𝐶𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠. 由 𝐺 为连通图可知，每个 𝐶𝑖 均与 𝐶 都至少有一个公共顶点.
(4) 对 𝐺 中顶点重新编号，使的 𝐶 与 𝐶𝑖 的公共顶点编号为 𝑣𝑖 (若有多个则任选一个), 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠. 现以如下方式
构造 𝐺 中的欧拉回路，从 𝐶 中任意顶点 𝑣 出发遍历 𝐶 中顶点，若遇到 𝑣𝑖 则沿着 𝐶𝑖 行走再回到 𝑣𝑖，最后

回到 𝑣.



第六章 树

内容提要

h

6.1 树的定义与性质

定义 6.1 (无向树)

♣

连通无回路的无向图称为无向树，简称树. 每个连通分支都是树的无向图称为森林. 平凡图称为平凡树. 在
无向树中，悬挂顶点称为树叶，度数大于或等于 2的顶点称为分支点.

引理 6.1

♡
令 𝐺 为 𝑛阶 𝑚条边的无向连通图，则 𝑚 ≥ 𝑛 − 1.

证明 使用归纳法证明. 𝑛 = 1时，平凡图 𝑚 ≥ 0，结论成立.
假设结论对 𝑛 = 𝑘 (𝑘 ≥ 1) 成立，现证对 𝑛 = 𝑘 + 1 成立. 从 𝐺 中去掉任意顶点，令所得连通分支量为

𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑠 , 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑘，每个连通分量顶点数和边数分别记为 𝑛𝑖 , 𝑚𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠. 则 𝑚 ≥
∑𝑠

𝑖=1 𝑚𝑖 + 𝑠，因为产
生 𝑠个连通分量至少需要去掉 𝑠条边（考虑其逆操作，将 𝑠个连通分量经一个顶点连到一起）. 又由归纳假设知
𝑚𝑖 ≥ 𝑛𝑖 − 1. 故，

𝑚 ≥
𝑠∑
𝑖=1

𝑚𝑖 + 𝑠 ≥
𝑠∑
𝑖=1
(𝑛𝑖 − 1) + 𝑠 =

𝑠∑
𝑖=1

𝑛𝑖 = 𝑛 − 1.

定理 6.1

♡

设 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸⟩是 𝑛阶 𝑚条边的无向图，则下面各命题是等价的：

1. 𝐺 是树.
2. 𝐺 中任意两个顶点之间存在唯一的路径.
3. 𝐺 中无回路且 𝑚 = 𝑛 − 1.
4. 𝐺 是连通的且 𝑚 = 𝑛 − 1.
5. 𝐺 是连通的且 𝐺 中任何边均为桥.
6. 𝐺 中没有回路，但在任何两个不同的顶点之间加一条新边后所得图中有唯一的一个含新边的圈.

证明

(1) ⇒ (2). 若路径不唯一，必有回路.
(2) ⇒ (3). 若 𝐺 中有回路，则回路上任意两点之间的路径不唯一. 对 𝑛用归纳法证明 𝑚 = 𝑛 − 1.
当 𝑛 = 1时成立. 设 𝑛 = 𝑘 (𝑘 ≥ 1) 时成立，现证 𝑛 = 𝑘 + 1时也成立. 任取一条边 𝑒，由于 𝐺 中无回路，故

𝐺 − 𝑒有两个连通分支 𝐺1, 𝐺2且 𝑛1 ≤ 𝑘 , 𝑛2 ≤ 𝑘 . 由归纳假设知 𝑚𝑖 = 𝑛𝑖 − 1, 𝑖 = 1, 2. 故，

𝑚 = 𝑚1 + 𝑚2 + 1 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2 + 1 = 𝑛 − 1.

(3) ⇒ (4).只需证明 𝐺 连通. 用反证法. 否则 𝐺 有 𝑠 (𝑠 ≥ 2)个连通分支,它们都是树（连通无回路）. 于是，
有 𝑚𝑖 = 𝑛𝑖 − 1,

𝑚 =
𝑠∑
𝑖=1

𝑚𝑖 =
𝑠∑
𝑖=1

𝑛𝑖 − 𝑠 = 𝑛 − 𝑠 (𝑠 ≥ 2) ,

这与 𝑚 = 𝑛 − 1矛盾.



6.2 生成树

(4) ⇒ (5). 只需证明 𝐺 中每条边都是桥. ∀𝑒 ∈ 𝐸 均有 |𝐸 (𝐺 − 𝑒) | = 𝑛 − 1 − 1 = 𝑛 − 2. 由引理 6.1可知 𝐺 − 𝑒
不连通，故 𝑒为桥.
(5) ⇒ (6). 由 (5)知 𝐺 为树（连通无回路）. 由 (1) ⇒ (2) 知，∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉, 𝑢 ≠ 𝑣有 𝑢到 𝑣存在唯一路径，加

新边 {𝑢, 𝑣}可得唯一的圈.
(6) ⇒ (1). 只需证明 𝐺 连通. 考虑任意两个顶点 𝑢, 𝑣，由于在 𝑢, 𝑣之间加边可以产生圈，故在原图中 𝑢 ∼ 𝑣，
即 𝐺 连通.

6.2 生成树

定义 6.2 (最小生成树 minimum spanning tree)

♣

设无向连通带权图 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸,𝑊⟩，𝑇 是 𝐺 的一棵生成树，𝑇 的各边权重之和称为 𝑇 的权重，记作𝑊 (𝑇)．
𝐺 的所有生成树中权最小的生成树称为 𝐺 的最小生成树.

Kruskal算法的朴素实现与使用 disjoint set的实现.
Algorithm 1: Kruskal Algorithm

Input: A connected undirected weighted graph 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸,𝑊⟩.
Output: A minimum spanning tree 𝑇 of 𝐺.

1 𝑇 ← {};
2 Sort the edges 𝐸 by weight𝑊 in decreasing order;
3 for {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 do
4 if no cycle in 𝑇 ∪ {𝑢, 𝑣} then
5 𝑇 ← 𝑇 ∪ {𝑢, 𝑣};

6 return 𝑇 ;

Algorithm 2: Kruskal Algorithm with Disjoint Set
Input: A connected undirected weighted graph 𝐺 = ⟨𝑉, 𝐸,𝑊⟩.
Output: A minimum spanning tree 𝑇 of 𝐺.

1 for 𝑣 ∈ 𝑉 do
2 makeset(𝑣);

3 𝑇 ← {};
4 Sort the edges 𝐸 by weight𝑊 in decreasing order;
5 for {𝑢, 𝑣} ∈ 𝐸 do
6 if find(𝑢) ≠ find(𝑣) then
7 add {𝑢, 𝑣} to 𝑇 ;
8 union(𝑢, 𝑣);

9 return 𝑇 ;
�
笔记 Kruskal算法的正确性分析. Kruskal算法的核心思想在于每次都从剩余的边中选择不会形成回路、权重最小
的一条. 这种贪心策略为何能保证算法的正确性？我们使用归纳的方式进行证明. 假设到当前步为止我们做出的
边选择都是正确的，记已经被选择的边为集合 𝑋，即 𝑋 为某棵最小生成树 𝑇 边集的子集，𝑋 ⊆ 𝐸 (𝑇)；𝑋 已经将
𝐺中的顶点连接成了 𝑘 个连通分支，𝑇1, 𝑇2, . . . , 𝑇𝑘，1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，根据我们的加边策略，每个连通分支 𝑇𝑖 都是一棵

子树.
令在下一步选择的边为 𝑒，𝑒将 𝑇𝑖 , 𝑇𝑗 连接到一起，1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑘，那么我们断定 𝑋 ∪ {𝑒}亦可以作为某棵最小

生成树边集的子集（从而 Kruskal算法可以得到最小生成树），证明如下. 如果 𝑒 ∈ 𝐸 (𝑇)，那么证明结束；若不
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6.2 生成树

然，我们考察图 𝑇 ∪ {𝑒}. 由树的性质（定理 6.1）可知，𝑇 ∪ {𝑒}一定含有回路，且 𝑒处在回路上. 此时，回路上
必存在 𝑒′ ∈ 𝐸 (𝑇) 且 𝑒′ 将 𝑇𝑖 , 𝑇𝑗 连接到一起，如图 6.1所示. 那么 𝑇 ′ ≜ 𝑇 ∪ {𝑒} − {𝑒′}也是一棵树，因为其连通且
有 𝑚 − 1条边，由定理 6.1可知其为树. 现在检查 𝑇 ′ 的权重，

𝑊 (𝑇 ′) = 𝑊 (𝑇) +𝑊 (𝑒) −𝑊 (𝑒′).

由于 𝑒 和 𝑒′ 都连接 𝑇𝑖 , 𝑇𝑗，而根据我们的选边策略𝑊 (𝑒) ≤ 𝑊 (𝑒′). 因此，𝑊 (𝑇 ′) ≤ 𝑊 (𝑇)，又由于 𝑇 是最小生成

树，故𝑊 (𝑇 ′) = 𝑊 (𝑇)，即 𝑇 ′ 也是一棵最小生成树.

图 6.1
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第七章 平面图

内容提要

h 欧拉公式 7.1

7.1 欧拉公式

定理 7.1 (欧拉公式 Eular’s formula)

♡

令 𝐺为连通的简单平面图，𝑛, 𝑚, 𝑟 分别表示图的顶点数、边数、面数，那么有如下等式（拓扑不变量）成

立

𝑛 − 𝑚 + 𝑟 = 2.

证明 如下的证明通过逐步加边来生成一个子图序列 𝐺1, 𝐺2, . . . , 𝐺𝑚 = 𝐺 进行归纳证明. 从 𝐺 中任意选一条边构

成 𝐺1. 假设已经得到 𝐺𝑘−1，通过如下方式生成 𝐺𝑘：任选一条与 𝐺𝑘−1一个顶点 𝑎关联的边 {𝑎, 𝑏}，如果 𝑏不在

𝐺𝑘−1中，则将其加入 𝐺𝑘 . 由于 𝐺 是连通图，上述构造方式可行，且会在第 𝑚步结束后得到图 𝐺. 令 𝐺𝑘 的顶点

数、边数、面数分别为 𝑛𝑘 , 𝑚𝑘 , 𝑟𝑘 .
首先 𝑛1 − 𝑚1 + 𝑟1 = 2成立，假设结论对 𝑘 ≥ 1成立，现证明对 𝑘 + 1亦成立. 令 {𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1} 为添加到 𝐺𝑘

上的边. 若顶点 𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1 均在 𝐺𝑘 中，则二者一定出现在某个面 𝑅的边界上，不然无法添加边 {𝑎𝑘+1, 𝑏𝑘+1}，如
图 7.1-(a)所示. 此时 𝑚𝑘+1 = 𝑚𝑘 + 1，同时面 𝑅被分割成两个区域，因此面数 𝑟𝑘+1 = 𝑟𝑘 + 1，顶点数不变 𝑛𝑘+1 = 𝑛𝑘，

故 𝑛𝑘+1 − 𝑚𝑘+1 + 𝑟𝑘+1 = 2成立. 若顶点 𝑏𝑘+1 不在 𝐺𝑘，则新加边不会改变面数，如图 7.1-(b)所示. 此时，顶点数
加一 𝑛𝑘+1 = 𝑛𝑘 + 1，边数加一 𝑚𝑘+1 = 𝑚𝑘 + 1，面数不变 𝑟𝑘+1 = 𝑟𝑘，故 𝑛𝑘+1 − 𝑚𝑘+1 + 𝑟𝑘+1 = 2亦成立.

综上，欧拉公式成立.

图 7.1: 加边示例
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