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有序对与笛卡尔积



有序对与笛卡尔积

定义 1.1 (有序对). 由两个元素 a, b，按照顺序组成的二元组称为有序对，记作 ⟨a, b⟩.

有序对的性质：

• 有序性 ⟨a, b⟩ ̸= ⟨b, a⟩ (当 a ̸= b).
• ⟨a, b⟩ = ⟨u, v⟩ ⇐⇒ a = u ∧ b = v.

定义 1.2 (笛卡尔积). 设 A,B 为集合，A 与 B 的笛卡尔积（Cartesian product）记作
A× B，A× B = {⟨a, b⟩|a ∈ A ∧ b ∈ B}.

例子 1.1. 给定 A = {1, 2},B = {b1, b2, b3}，有

A× B = {⟨1, b1⟩, ⟨1, b2⟩, ⟨1, b3⟩, ⟨2, b1⟩, ⟨2, b2⟩, ⟨2, b3⟩},
B× A = {⟨b1, 1⟩, ⟨b1, 2⟩, ⟨b2, 1⟩, ⟨b2, 2⟩, ⟨b3, 1⟩, ⟨b3, 2⟩}.

思考：计算上例，如果 B = ∅；若 C = {d}，计算 (A× B)× C 与 A× (B× C).
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笛卡尔积的性质

1. 不满足交换律，一般情况下 A× B ̸= B× A.
2. 不满足结合律，一般情况下 (A× B)× C ̸= A× (B× C).
3. 若 A 为空集或 B 为空集，则 A× B 为空集.
4. 对于并、交运算满足分配律

A× (B ∪ C) = (A× B) ∪ (A× C), (B ∪ C)× A = (B× A) ∪ (C× A),

A× (B ∩ C) = (A× B) ∩ (A× C), (B ∩ C)× A = (B× A) ∩ (C× A).

5. 若 A ⊆ C ∧ B ⊆ D，则 A× B ⊆ C×D.
6. 若 |A| = m, |B| = n，则 |A× B| = mn.
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笛卡尔积的性质

例子 1.2.

1. 若 A = B, C = D 证明 A× C = B×D.
2. 若 A× C = B×D，是否能推出 A = B, C = D?
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二元关系的定义与表示



二元关系

定义 2.1. 如果一个集合满足以下条件之一：

1. 集合为空集.
2. 集合非空且元素均为有序对.

则称该集合为一个二元关系，简称关系，记作 R. 若 ⟨a, b⟩ ∈ R 可记为 aRb，⟨a, b⟩ /∈ R 可记
为 a�Rb.

例子 2.1. 给定：R = {⟨1, 2⟩, ⟨a, b⟩}，S = {⟨1, 2⟩, a, b}.

R 为二元关系；若 a, b 不是有序对，则 S 不是二元关系. 且有，1R2, aRb, a�Rc.
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A 到 B 的关系

定义 2.2. 设 A,B 为集合，A×B 的任意子集所定义的二元关系叫作从 A 到 B 的二元关系，
当 A = B 时则称为A 上的二元关系.

例子 2.2. 给定 A = {0, 1}, B = {1, 2, 3}，则

• R1 = {⟨0, 2⟩}, R2 = A× B, R3 = ∅, R4 = {⟨0, 1⟩} 均为从 A 到 B 的二元关系.
• R3, R4 也是 A 上的二元关系.

思考：若 |A| = n, |B| = m，

• 那么 A 上有多少个不同的二元关系？
• 有多少个从 A 到 B 的二元关系？
• |A× A| = n2, |A× B| = mn，其子集个数分别为 2n2 , 2mn.
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A 上重要的二元关系

定义 2.3. 设 A 为集合，A 是集合族（其元素为集合）.

• 空关系 ∅.
• 全域关系 A× A.
• 恒等关系 IA ≜ {⟨a, a⟩ | a ∈ A}.
• 小于等于关系 LA ≜ {⟨a1, a2⟩ | a1, a2 ∈ A ∧ a1 ≤ a2}, A ⊆ R.
• 整除关系 DA ≜ {⟨a1, a2⟩ | a1, a2 ∈ A ∧ a2 ≡ 0 (mod a1)}.
• 包含关系 R⊆ ≜ {⟨A1,A2⟩ | A1,A2 ∈ A ∧ A1 ⊆ A2}.
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A 上重要的二元关系

例子 2.3. 令 A = {1, 2}，计算 A× A, IA.

• A× A = {⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨2, 2⟩}.
• IA = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩}.

例子 2.4. 令 B = {b1, b2}，A = P(B). 计算 A 上的包含关系 R⊆.

• A = {∅, {b1}, {b2}, {b1, b2}}.
•

R⊆ = {⟨∅, ∅⟩, ⟨∅, {b1}⟩, ⟨{b1}, {b1}⟩, ⟨∅, {b2}⟩, ⟨{b2}, {b2}⟩,
⟨∅, {b1, b2}⟩, ⟨{b1}, {b1, b2}⟩, ⟨{b2}, {b1, b2}⟩, ⟨{b1, b2}, {b1, b2}⟩}
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关系的表示

有穷集合上（间）的关系可以使用关系矩阵和关系图来表示.

关系矩阵. 假设 R 是一个从集合 A = {a1, a2, . . . , am} 到集合 B = {b1, b2, . . . , bn} 的关系，
则关系 R 可以使用矩阵 MR = [mij] 表示，其中

mij =

{
1 if ⟨ai, bj⟩ ∈ R,

0 otherwise.

例子 2.5. 假设 A = {1, 2, 3}, B = {1, 2}. R 为从 A 到 B 的关系，其包含的有序对 ⟨a, b⟩,
a ∈ A, b ∈ B 满足 a > b. R 的关系矩阵

MR =

 0 0

1 0

1 1

 .
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关系的表示（关系矩阵）

关系矩阵和关系具有一一对应关系.

例子 2.6. 假设 A = {a1, a2, a3}, B = {b1, b2, b3, b4, b5}. R 为从 A 到 B 的关系，R 的关系
矩阵为

MR =

 0 1 0 0 0

1 0 1 1 0

1 0 1 0 1

 .

那么 R = {⟨a1, b2⟩, ⟨a2, b1⟩, ⟨a2, b3⟩, ⟨a1, b4⟩, ⟨a3, b1⟩, ⟨a3, b3⟩, ⟨a3, b5⟩}.

例子 2.7. 给定集合 A = {a1, a2, . . . , am}，A 上的恒等关系对应的关系矩阵是？全域关系呢？
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关系的表示（关系图）

关系图是使用有向图（directed graphs）来表示关系.

定义 2.4 (有向图). 一个有向图 G = (V,E)，由顶点集 V（vertices）和边集 E（edges）构
成，其中 E 是一个顶点的有序对 ⟨a, b⟩ 集合，a, b ∈ V, 每个有序对 ⟨a, b⟩ 称为一条边，a 被
称为始点（initial vertex），b 被称为终点（terminal vertex）.

定义 2.5 (关系图). 若 A = {a1, a2, . . . , am}，R 是 A 上的关系，R 的关系图 GR = (A,R)，
即顶点集为 A，边集为 R.
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关系的表示（关系图）

例子 2.8. 假设 A = {1�2�3�4}, R = {⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨4, 2⟩}. R 为从 A 到 B 的关系，
R 的关系矩阵为
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关系的运算



基本运算

定义 3.1. 关系的定义域、值域分别定义为1

domain(R) = {a | ∃b(⟨a, b⟩ ∈ R)},
range(R) = {b | ∃a(⟨a, b⟩ ∈ R)}.

例子 3.1. 给定 R = {⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨4, 3⟩}，则

domain(R) = {1, 2, 4},
range(R) = {2, 3, 4}.

1指定教材还定义了域的概念，即定义域和值域的并集，但这一定义用处不大，且容易与代数系统中域的概念冲突.
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逆与复合

定义 3.2. 给定关系 R，其逆运算 R−1 = {⟨b, a⟩ | ⟨a, b⟩ ∈ R}.

定义 3.3. 给定关系 R1,R2，其复合运算2

R1 ◦ R2 = {⟨a, b⟩ | ⟨a, t⟩ ∈ R1 ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R2}.

例子 3.2. 给定 R = {⟨1, 2⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨1, 4⟩, ⟨2, 2⟩}, S = {⟨1, 1⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨2, 3⟩, ⟨3, 2⟩, ⟨3, 3⟩}.

R−1 = {⟨2, 1⟩, ⟨3, 2⟩, ⟨4, 1⟩, ⟨2, 2⟩},
R ◦ S = {⟨1, 3⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨2, 3⟩},
S ◦ R = {⟨1, 2⟩, ⟨1, 4⟩, ⟨3, 2⟩, ⟨3, 3⟩}.

• MR−1 与 MR, R1 ◦ R2 与 MR1MR2 有何关联？

2指定教材称其为 R2 对 R1 的右复合.
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限制与像

定义 3.4. 令 R 为二元关系，A 为集合，

1. R 在 A 上的限制（restriction）记作3R|A，其中 R|A = {⟨a, b⟩ | aRb ∧ a ∈ A}.
2. A 在 R 下的像（image）记作 R[A]，定义为 R[A] = range(R|A).

• R|A 是 R 的子集.
• R[A] 是 range(R) 的子集.

3教材上使用符号 R ↾A.
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限制与像

令 R = {⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨3, 2⟩}，则

• R|{1} = {⟨1, 2⟩, ⟨1, 3⟩},
• R|∅ = ∅,
• R|{2,3} = {⟨2, 2⟩, ⟨2, 4⟩, ⟨3, 2⟩},
• R[{1}] = {2, 3},
• R[∅] = ∅,
• R[{3}] = {2}.
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关系运算的性质

定理 3.1. 设 R 是任意二元关系，则

1. (R−1)−1 = R,
2. domain(R−1) = range(R), range(R−1) = domain(R).
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关系运算的性质

定理 3.2. 设 R 为 A 上二元关系，则 R ◦ IA = IA ◦ R = R.
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关系运算的性质

定理 3.3. 设 R1,R2,R3 是任意二元关系，则

1. (R1 ◦ R2) ◦ R3 = R1 ◦ (R2 ◦ R3),
2. (R1 ◦ R2)

−1 = R−1
2 ◦ R−1

1 .
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关系运算的性质

(2) 任取 ⟨a, b⟩ ∈ (R1 ◦ R2)
−1,

⟨a, b⟩ ∈ (R1 ◦ R2)
−1 ⇐⇒ ⟨b, a⟩ ∈ R1 ◦ R2

⇐⇒ ∃t(⟨b, t⟩ ∈ R1 ∧ ⟨t, a⟩ ∈ R2)

⇐⇒ ∃t(⟨a, t⟩ ∈ R−1
2 ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R−1

1 )

⇐⇒ ⟨a, b⟩ ∈ R−1
2 ◦ R−1

1 .
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关系运算的性质

定理 3.4 (关系的逆与并交可交换). 设 R1,R2 为 A 上的关系，则

1. (R1 ∪ R2)
−1

= R−1
1 ∪ R−1

2 .
2. (R1 ∩ R2)

−1
= R−1

1 ∩ R−1
2 .
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关系运算的性质

定理 3.5. 设 R1,R2,R 为任意二元关系，

1. R ◦ (R1 ∪ R2) = R ◦ R1 ∪ R ◦ R2,
2. (R1 ∪ R2) ◦ R = R1 ◦ R ∪ R2 ◦ R,
3. R ◦ (R1 ∩ R2) ⊆ R ◦ R1 ∩ R ◦ R2,
4. (R1 ∩ R2) ◦ R ⊆ R1 ◦ R ∩ R2 ◦ R.
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关系运算的性质

(1) 任取 ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ (R1 ∪ R2),

⟨a, b⟩ ∈ R ◦ (R1 ∪ R2) ⇐⇒ ∃t(⟨a, t⟩ ∈ R ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R1 ∪ R2)

⇐⇒ ∃t(⟨a, t⟩ ∈ R ∧ (⟨t, b⟩ ∈ R1 ∨ ⟨t, b⟩ ∈ R2))

⇐⇒ ∃t((⟨a, t⟩ ∈ R ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R1) ∨ (⟨a, t⟩ ∈ R ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R2))

⇐⇒ ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ R1 ∨ ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ R2

⇐⇒ ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ R1 ∪ R ◦ R2.

故 R ◦ (R1 ∪ R2) = R ◦ R1 ∪ R ◦ R2.
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关系运算的性质

(3) 任取 ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ (R1 ∩ R2),

⟨a, b⟩ ∈ R ◦ (R1 ∩ R2) ⇐⇒ ∃t(⟨a, t⟩ ∈ R ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R1 ∩ R2)

⇐⇒ ∃t(⟨a, t⟩ ∈ R ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R1 ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R2) (1)
=⇒ ∃t(⟨a, t⟩ ∈ R ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R1) ∧ ∃t(⟨a, t⟩ ∈ R ∧ ⟨t, b⟩ ∈ R2) (2)
⇐⇒ ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ R1 ∧ ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ R2

⇐⇒ ⟨a, b⟩ ∈ R ◦ R1 ∩ R ◦ R2.

故 R ◦ (R1 ∩ R2) ⊆ R ◦ R1 ∩ R ◦ R2.
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关系运算的性质

推论 3.1. 设 R1,R2, . . . ,Rn,R 为任意二元关系，

1. R ◦ (R1 ∪ R2 ∪ . . . ∪ Rn) = R ◦ R1 ∪ R ◦ R2 ∪ . . . ∪ R ◦ Rn,
2. (R1 ∪ R2 ∪ . . . ∪ Rn) ◦ R = R1 ◦ R ∪ R2 ◦ R ∪ . . . ∪ Rn ◦ R,
3. R ◦ (R1 ∩ R2 ∩ . . . ∩ Rn) ⊆ R ◦ R1 ∩ R ◦ R2 ∩ . . . ∩ R ◦ Rn,
4. (R1 ∩ R2 ∩ . . . ∩ Rn) ◦ R ⊆ R1 ◦ R ∩ R2 ◦ R ∩ . . . ∩ Rn ◦ R.
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关系运算的性质

定理 3.6. 设 R 为二元关系，A,B 为集合，则

1. R|A∪B = R|A ∪ R|B,
2. R|A∩B = R|A ∩ R|B,
3. R[A ∪ B] = R[A] ∪ R[B],
4. R[A ∩ B] ⊆ R[A] ∩ R[B].
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关系的幂运算

定义 3.5. 令 R 为 A 上的关系，n 为自然数，则 R 的 n 次幂定义为：

1. R0 = {⟨a, a⟩ | a ∈ A} = IA.
2. Rn+1 = Rn ◦ R.

推论 3.2. 使用归纳法容易验证 MRn = Mn
R.
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关系的幂运算

例子 3.3. 令 A = {a, b, c, d}，R = {⟨a, b⟩, ⟨b, a⟩, ⟨b, c⟩, ⟨c, d⟩}. 计算 R 的个次幂，分别用关
系矩阵和关系图表示.

根据推论 3.2和关系幂运算的定义 M0 = MR0 = I4.

M =


0 1 0 0

1 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

 ,M2 =


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,M3 =


0 1 0 1

1 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,M4 =


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

即 M2 = M4，M3 = M5, R2 = R4, R3 = R5. 因此有，

R2 = R4 = R6 = . . . , R3 = R5 = R7 = . . .

Rn 可以划分为 R0,R1,R2 = R4 = R6 = . . . ,R3 = R5 = R7 = . . . 四组.
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关系的幂运算

Rn 的关系图如下，
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幂运算的性质

定理 3.7. 设 A 为集合，R 为 A 上的二元关系，m,n ∈ N，则

1. Rm ◦ Rn = Rm+n,
2. (Rm)n = Rmn.
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幂运算的性质

定理 3.8. 设 A 为集合且 |A| = n，R 为 A 上的二元关系，则存在自然数 s 和 t 使得
Rs = Rt.
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幂运算的性质

定理 3.9. 设 A 为集合，R 为 A 上的二元关系，若存在 s, t ∈ N 且 s < t 使得 Rs = Rt，则

1. 对任意 k ∈ N 有 Rs+k = Rt+k.
2. 对任意 k, r ∈ N 有 Rs+k(t−s) = Rs 或 Rs+k(t−s)+r = Rs+r.

3.
∞∪

k=1

Rk =

t−1∪
k=1

Rk.
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关系的性质



关系的性质

定义 4.1. 设 R 为 A 上的关系，

1. 若 ∀a(a ∈ A→ ⟨a, a⟩ ∈ R)，则称 R 在 A 上是自反的（reflexive）.
2. 若 ∀a(a ∈ A→ ⟨a, a⟩ /∈ R)，则称 R 在 A 上是反自反的（anti-reflexive）.

例子 4.1. 令 A = {1, 2, 3}, R1, R2, R3 为 A 上的关系，其中

• R1 = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩},
• R2 = {⟨1, 3⟩},
• R3 = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩, ⟨3, 3⟩, ⟨1, 2⟩},

哪些是自反的，哪些是反自反的？

常见的自反与反自反关系：

• 自反：全域关系 A× A，恒等关系 IA，小于等于关系，整除关系；
• 反自反：实数集上的小于关系，幂集上的真包含关系.

33



关系的性质

定义 4.2. 设 R 为 A 上的关系，

1. 若 ∀x∀y(x, y ∈ A ∧ ⟨x, y⟩ ∈ R→ ⟨y, x⟩ ∈ R)，则称 R 在 A 上是对称的 symmetric.
2. 若 ∀x∀y(x ∈ A∧⟨x, y⟩ ∈ R∧⟨y, x⟩ → x = y)，则称 R在 A上是反对称的 anti-symmetric.

例子 4.2. 令 A = {1, 2, 3}, R1, R2, R3，R4 为 A 上的关系，其中

• R1 = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩}, R2 = {⟨1, 1⟩, ⟨1, 2⟩, ⟨2, 1⟩},
• R3 = {⟨1, 3⟩, ⟨2, 3⟩}, R4 = {⟨1, 2⟩, ⟨2, 1⟩, ⟨1, 3⟩}

哪些是对称的，哪些是反对称的？

常见的对称与反对称关系：

• 对称：全域关系 A× A，恒等关系 IA，空关系 ∅；
• 反对称：恒等关系 IA，空关系 ∅.
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关系的性质

定义 4.3. 设 R 为 A 上的关系，若 ∀x∀y∀z(x, y, z ∈ A ∧ ⟨x, y⟩ ∈ R ∧ ⟨y, z⟩ ∈ R→ ⟨x, z⟩ ∈ R)，
则称 R 在 A 上是传递的（transitive）.

例子 4.3. 令 A = {1, 2, 3}, R1, R2, R3 为 A 上的关系，其中

• R1 = {⟨1, 1⟩, ⟨2, 2⟩},
• R2 = {⟨1, 2⟩, ⟨2, 3⟩},
• R3 = {⟨1, 3⟩}

哪些关系具有传递性？

常见的传递关系：全域关系 A×A，恒等关系 IA，空关系 ∅，实数上的小于等于关系，整除
关系，包含和真包含关系.
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关系的性质

• 自反与反自反只在对角线上施加约束，全部出现或全部不出现；
• 对称、反对称与传递只在非对角线上施加约束；
• 一个关系 R 如果只涉及对角线元素，它一定同时是对称、反对称和传递的.

1. 寻找一个关系同时满足自反、对称、反对称、传递.
2. 寻找一个关系同时满足反自反、对称、反对称、传递.
3. 是否存在关系同时满足自反、反自反、对称、反对称、传递？
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关系的性质

定理 4.1. 设 R 为 A 上的关系，则

1. R 在 A 上自反 ⇐⇒ IA ⊆ R.
2. R 在 A 上反自反 ⇐⇒ R ∩ IA = ∅.
3. R 在 A 上对称 ⇐⇒ R = R−1.
4. R 在 A 上反对称 ⇐⇒ R ∩ R−1 ⊆ IA.
5. R 在 A 上传递 ⇐⇒ R ◦ R ⊆ R.
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关系的性质

例子 4.4. 设 R1,R2 为集合 A 上的关系，则

1. 若 R1,R2 是自反和对称的，则 R1 ∪ R2 也是自反和对称的.
2. 若 R1,R2 是传递的，则 R1 ∩ R2 也是传递的.
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关系的性质

关系运算的封闭性.

运算
原有性质

自反性 反自反性 对称性 反对称性 传递性
R−1

1 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
R1 ∩ R2 ✓ ✓ ✓ ✓ ✓
R1 ∪ R2 ✓ ✓ ✓ × ×
R1 − R2 × ✓ ✓ ✓ ×
R1 ◦ R2 ✓ × × × ×
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关系的性质

定理 4.2. 若 R 是集合 A 上的对称关系，则 R ≜ A× A− R 为对称关系.

定理 4.3. 若 R 是对称的，则 ∀n ∈ Z+ 有 Rn 为对称关系.
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关系性质、矩阵与图

自反性 反自反性 对称性 反对称性 传递性
集合 IA ⊆ R R ∩ IA = ∅ R = R−1 R ∩ R−1 ⊆

IA

R ◦ R ⊆ R

矩阵 主对角线
全 1

主对角线
全 0

对称矩阵 M ∧M⊤

为对角阵
M−M2

逐项非负
图 每个顶点

均有环
每个顶点
均无环

无向图 两点之间
至多一条
边

(ai → ak,
ak → aj)
⇒ ai → aj
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关系性质的判别

例子 4.5. 判断下列个图的性质（自反、对称等）

• (a) 对称.
• (b) 反自反、反对称、传递.
• (c) 自反、反对称.
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闭包的定义

定义 5.1. 设 R 是非空集合 A 上的关系，R 的自反（对称或传递）闭包是 A 上的关系 R′，
满足一下条件：

1. R′ 是自反（对称或传递）的；

2. R ⊆ R′；

3. 对 A 上任何包含 R 的自反（对称或传递）关系 R′′ 均有 R′ ⊆ R′′.

R 的自反闭包，对称闭包，传递闭包分别记为 r(R), s(R), t(R).

定理 5.1. 设 R 是 A 上的关系，则有

1. r(R) = R ∪ R0

2. s(R) = R ∪ R−1

3. t(R) = R ∪ R2 ∪ . . .，若 |A| = n，则可在 Rn 处截断.
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闭包的矩阵表示和图表示

• 令关系 R 的关系矩阵为 M，其 r(R), s(R), t(R) 的关系矩阵分别记为 Mr, Ms, Mt，则

Mr = M ∨ I, Ms = M ∨M⊤, Mt = M ∨M2 ∨M3 ∨ . . . ,

其中 ∨ 表示矩阵逐项进行逻辑或运算，I 为与 M 大小兼容的单位矩阵.

• 令关系 R 的关系图为 G，其 r(R), s(R), t(R) 的关系图分别记为 Gr, Gs, Gt. 使用 G 对
Gr, Gs, Gt 进行初始化，然后

• Gr: 对 G 的每个顶点，若无环则添加一个环.
• Gs: 对 G 的每条边，若存在从 vi 至 vj 的单向边且 i ̸= j，则添加从 vj 至 vi 的边.
• Gt: 对 G 的每个顶点 vi，寻找 vi 可达的所有顶点 vj，若不存在从 vi 至 vj 的边，则添加该
边.
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闭包的图表示

例子 5.1. 令 A = {a, b, c, d},R = {⟨a, b⟩, ⟨b, a⟩, ⟨b, c⟩, ⟨c, d⟩, ⟨d, b⟩}, R 和 r(R), s(R), t(R) 的
关系图分别如下所示.
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Warshall 算法计算传递闭包

Algorithm 1: Warshall algorithm
Input: The matrix M of R.
Output: The matrix W of transitive closure.

1 W←M;
2 for k← 1 to n do
3 for i← 1 to n do
4 for j← 1 to n do
5 wij ← wij ∨ (wik ∧ wkj);

6 return W;
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闭包的性质

定理 5.2. 设 R 是非空集合 A 上的关系，则

1. R 是自反的 ⇐⇒ r(R) = R；
2. R 是对称的 ⇐⇒ s(R) = R；
3. R 是传递的 ⇐⇒ t(R) = R.

定理 5.3. 令 R1 和 R2 是非空集合 A 上的关系，且 R1 ⊆ R2，则

1. r (R1) ⊆ r (R2),
2. s (R1) ⊆ s (R2),
3. t (R1) ⊆ t (R2).
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闭包的性质

定理 5.4. 设 R 是非空集合 A 上的关系，

1. 若 R 是自反的，则 s(R) 与 t(R) 也是自反的；

2. 若 R 是对称的，则 r(R) 与 t(R) 也是对称的；

3. 若 R 是传递的，则 r(R) 也是传递的.

• 定理 5.4告诉我们，对称闭包可能会破坏传递性.
• 令 R = {⟨1, 3⟩} 为 A = {1, 2, 3} 上的传递关系, 而 s(R) = {⟨1, 3⟩, ⟨3, 1⟩} 并不具有传递
性.

• 因此为构造 R的自反、对称和传递闭包，应将传递闭包放置在对称闭包之后 t(s(r(R))).
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等价关系与划分

定义 6.1. 设 R 是非空集合 A 上的关系，如果 R 是自反的、对称的和传递的，则称 R 是 A
上的等价关系. 若 R 是等价关系且 ⟨x, y⟩ ∈ R，则称 x 等价于 y，记作 x ∼ y.

例子 6.1. 令 A = {1, 2, . . . , 8}，定义如下等价关系 R：

R = {⟨x, y⟩ | x, y ∈ A ∧ x ≡ y (mod 3)}.

容易验证，

• ∀x ∈ A，有 x ≡ x (mod 3).
• ∀x, y ∈ A，有 x ≡ y (mod 3) =⇒ y ≡ x (mod 3).
• ∀x, y, z ∈ A，有 x ≡ y (mod 3), y ≡ z (mod 3) =⇒ x ≡ z (mod 3).
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等价关系与划分

集合 A 上的模 3 等价关系的关系图
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等价类的定义

定义 6.2. 设 R 是非空集合 A 上的等价关系，∀x ∈ A，令

[x]R = {y | y ∈ A ∧ xRy},

称 [x]R 为 x 关于 R 的等价类（equivalence class），简称为 x 的等价类，简记为 [x].

例子 6.2. 令 A = {1, 2, . . . , 8}，则 A 上模 3 等价关系的等价类为：

[1] = [4] = [7] = {1, 4, 7},
[2] = [5] = [8] = {2, 5, 8},
[3] = [6] = {3, 6}.

• 如果 y ∈ [x]，则称 x 为该等价类的代表元（representative）.
• 代表元可以为等价类中任意元素.
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等价类与划分

定义 6.3. 设 A 为非空集合，若 A 的子集族 π (π ⊆ P(A)) 满足：

1. ∅ /∈ π,
2. ∀a, b ∈ π(a ̸= b→ a ∩ b = ∅),
3.

∪
a∈π

a = A，

则称 π 是 A 的一个划分（partition），称 π 中元素为 A 的划分块.
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等价类与划分

例子 6.3. 令 A = {a, b, c, d}，下列哪些集合为 A 的划分?

π1 = {{a, b, c}, {d}}
π2 = {{a, b}, {c}, {d}}
π3 = {{a}, {a, b, c, d}}
π4 = {{a, b}, {c}}
π5 = {∅, {a, b}, {c, d}}
π6 = {{a, {a}}, {b, c, d}}
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等价类与划分

定理 6.1. 令 R 是非空集合 A 上的等价关系，则对于 a, b ∈ A 如下陈述是等价的:

1. aRb.
2. [a] = [b].
3. [a] ∩ [b] ̸= ∅.

推论 6.1. 令 R 是非空集合 A 上的等价关系，则 R 的等价类 [a]R 构成了集合 A 的一个划
分.
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等价类与划分

例子 6.4. 给出 A = {1, 2, 3} 上所有等价关系.

思路：先给出 A 的所有直观划分，然后分别构造相应等价类.

• π1 对应全域关系，π5 对应 IA，对于 π2, π3, π4 其等价类构造如下.
• R2 = {⟨2, 3⟩, ⟨3, 2⟩} ∪ IA.
• R3 = {⟨1, 3⟩, ⟨3, 1⟩} ∪ IA.
• R4 = {⟨1, 2⟩, ⟨2, 1⟩} ∪ IA.
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商集与划分

定义 6.4. 设 R 是非空集合 A 上的等价关系，以 R 所有等价类作为元素的集合称为 A 关于
R 的商集（quotient set），记作 A/R，

A/R = {[x] ∈ R | x ∈ A}.

例子 6.5. 设 A = {1, 2, . . . , 8}，

• A 关于模 3 的等价关系 R 的商集 A/R = {{1, 4, 7}, {2, 5, 8}, {3, 6}}.
• A/IA = {{1}, {2}, . . . ., {8}}.
• A/(A× A) = {{1, 2, . . . , 8}}.
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偏序关系

定义 7.1. 非空集合 A 上的关系若满足自反、反对称和传递性，则称为偏序关系（partial
order），记作 ≼. ⟨x, y⟩ ∈≼，通常记作 x ≼ y，读作 x 小于或等于 y.

• x 小于 y 可以定义为 x ≺ y ⇐⇒ x ≼ y ∧ x ̸= y.
• 集合 A 上的恒等关系 IA 是 A 上的偏序关系.
• 整数集上的整除关系是整数上的，幂集上的包含关系是幂集上的偏序关系.
• 实数集上的小于或等于关系 ≤4.

4偏序关系可以视为我们熟知的 ≤ 在一般集合上的推广.
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偏序关系

定义 7.2. 令 ≼ 为非空集合 A 上的偏序关系，∀x, y ∈ A，存在以下两种情况

1. x ≼ y ∨ y ≼ x, 即 x 与 y 可比（comparable）,
2. ⟨x, y⟩ /∈≼，即 x 与 y 不可比.

定义 7.3. 令 ≼ 为非空集合 A 上的偏序关系，若 ∀x, y ∈ A，x 与 y 可比，则称 ≼ 为 A 上
的全序关系（total order）或线序关系（linear order）.

• 实数集上的小于或等于关系是全序关系.
• 整数集上的整除关系不是全序关系.

定义 7.4.∀x, y ∈ A，如果 x ≺ y 且不存在 z ∈ A 使得 x ≺ z ≺ y，则称 y 覆盖（covers）x.

• 考虑 A = {1, 2, 4, 6} 上的整除关系，则谁覆盖 1，谁覆盖 2？
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偏序集与哈斯图

定义 7.5. 集合 A 与 A 上的偏序关系 ≼ 一起叫作偏序集（partially ordered set or poset），记
作 ⟨A,≼⟩.

• ⟨Z,≤⟩, ⟨P(A),R⊆⟩.

哈斯图（Hasse diagram）是一种利用偏序关系的自反、反对称、传递性简化的关系图. 具有
如下特点

1. 每个结点均无环.
2. 两个连通结点的偏序关系通过结点在图中位置表示，若 x ≺ y 则 x 的位置较 y 更低.
3. 若 y 覆盖 x 则二者之间连边.
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偏序集与哈斯图

例子 7.1. 偏序集 ⟨{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, |⟩，| 表示整除关系和 ⟨P({a, b, c}),⊆⟩ 的哈斯图如
下所示.
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偏序集与哈斯图

例子 7.2. 已知偏序集 ⟨A,R⟩ 的哈斯图如下所示，试求集合 A 和关系 R.

• A = {a, b, c, d, e, f, g, h}.
• R = {⟨b, d⟩, ⟨b, e⟩, ⟨b, f⟩, ⟨c, d⟩, ⟨c, e⟩, ⟨c, f⟩, ⟨d, f⟩, ⟨e, f⟩, ⟨g, h⟩} ∪ IA.
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偏序集中的特殊元素

定义 7.6. 令 ⟨A,≼⟩ 为偏序集，B ⊆ A, y ∈ B

1. 若 ∀x(x ∈ B→ x ≼ y)，则称 y 为 B 的最大元（greatest element）.
2. 若 ∀x(x ∈ B→ y ≼ x)，则称 y 为 B 的最小元（least element）.
3. 若 ∀x(x ∈ B ∧ y ≼ x→ x = y)，则称 y 为 B 的极大元（minimal）.
4. 若 ∀x(x ∈ B ∧ x ≼ y→ x = y)，则称 y 为 B 的极小元（maximal）.

• 对于有穷集，极小元和极大元一定存在，且可能存在多个.
• 最小元和最大元不一定存在，如果存在一定惟一.
• 最小元一定是极小元，最大元一定是极大元.
• 孤立结点既是极小元也是极大元.
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偏序集中的特殊元素

例子 7.3. 令 X 为非空集合，A = P(X)− {∅,X}. 若 |X| = n ≥ 2.

1. 偏序集 ⟨A,⊆⟩ 是否存在最大元，最小元？
2. 偏序集 ⟨A,⊆⟩ 中极大元和极小元的一般形式是什么？
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偏序集中的特殊元素

定义 7.7. 令 ⟨A,≼⟩ 为偏序集，B ⊆ A, y ∈ A

1. 若 ∀x(x ∈ B→ x ≼ y)，则称 y 为 B 的上界 (upper bound).
2. 若 ∀x(x ∈ B→ y ≼ x)，则称 y 为 B 的下界 (lower bound).
3. 若 y 是 B 的上界且对 B 的任意上界 z 有 y ≼ z，则称 y 为 B 的最小上界 (least-*).
4. 若 y 是 B 的下界且对 B 的任意下界 z 有 z ≼ y，则称 y 为 B 的最大下界 (greatest-*).

• 上界、下界、最小上界和最大下界不一定存在 (考虑 A = R,B = [0,+∞)).
• 最小上界和最大下界若存在，则唯一（由反对称性决定）.
• 最小元一定是最大下界，最大元一定是最小上界（最小元定义）；但反之不成立.
• 上界和下界不一定出现在 B 中 (考虑 B 为开集).
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偏序集中的特殊元素

例子 7.4. 已知偏序集 ⟨A,R⟩ 的哈斯图如下所示，B = {b, c, d}，求 A 的最大元、最小元、
极小元、极大元，B 的上界、下界、最小上界、最大下界.
• 最大元和最小元不存在；
• 极小元：a, b, c, g；
• 极大元：a, f, h；
• B 的上界：d, f；
• B 的最小上界：d；
• B 的下界和最大下界不存在.
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作业

教材:

• 7-3, 7-11, 7-14, 7-17, 7-19.
• 7-21, 7-22, 7-25, 7-29, 7-30.
• 7-32, 7-33, 7-36, 7-39, 7-46, 7-50.
• 证明 R1 − R2 对反自反、对称性、反对称性满足封闭性.
• 给出 R1 ∪ R2 对反对称和传递性不满足封闭性的例子.
• 给出 R1 − R2 对自反和传递性不满足封闭性的例子.
• 给出 R1 ◦ R2 对反自反、对称性、反对称性、传递性不满足封闭性的例子.
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